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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Die Ermittlung des Value-at-Risk eines Finanzportefeuilles, also jenes Anteils am Porte-
feuillewert, der nach Ablauf einer bestimmten Haltedauer sozusagen ,dem Risiko ausge-
setzt ist”, ist zum festen Bestandteil des modernen Risikomanagements geworden. Der
Value-at-Risk ist - vereinfachend ausgedriickt - ein extremes Quantil der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Portefeuillewertverinderung. Das grundsétzliche Problem besteht
darin, aus relativ wenigen extremen Realisationen (den sogenannten Ausreiffern) eine zu-
friedenstellende Schétzung des gesuchten Quantils herbeizufithren. Wenn sich das gesuchte
Quantil in der Nihe des Stichprobenmaximums befindet oder sogar dariiber liegt, stellen
die herkémmlichen parametrischen und nonparametrischen Ermittlungsansitze nachweis-
lich keine gute Wahl dar.

Neben dem Value-at-Risk ist fiir Investoren insbesondere der Shortfall-Risk interessant.
Der Shortfall-Risk ist jener Wertverlust, der im Falle der Uberschreitung des Value-at-
Risk zu erwarten ist. Es handelt sich quasi um das Risiko ,jenseits des Value-at-Risk”.
Dem Shortfall-Risk wird in der Literatur zu wenig Aufmerksamkeit geschenkt, obwohl
dieses Konzept eine hilfreiche Erweiterung des Value-at-Risk-Konzeptes darstellt. Eine
eingehende Erlduterung dieses Portefeuillerisikomafles ist daher notwendig.

Aus pragmatischen Griinden wurzelt die klassische Value-at-Risk-Theorie in der Nor-
malverteilungshypothese beziiglich der (logarithmierten) Portefeuillewertverinderungen.
Diese vereinfachende Annahme besitzt gravierende Nachteile. Auf die absoluten Porte-
feuillewertverdnderungen bezogen, impliziert die Normalverteilungsannahme eine positive
Wahrscheinlichkeit fiir einen negativen Portefeuillewert. Unter bestimmten und sehr all-
gemeinen Voraussetzungen beziiglich der Portefeuillekomponenten kann dieses Szenario
jedoch von vorne herein ausgeschloffen werden, womit das Normalverteilungsmodell, zu-
mindest was die Modellierung extremer Wertverluste anbetrifft, nicht applikabel ist.

Bezieht man die Normalverteilungsannahme hingegen auf die logarithmierten Portefeuille-
wertverdnderungen, also auf die sogenannten Logrenditen, so widerspricht man damit der
bekannten Tatsache, dafl empirische Verteilungen der Logrenditen von Finanzportefeuil-
les regelméfBig leptokurtische Formen aufweisen. Logrenditeverteilungen sind also stérker
gewdlbt und besitzen insbesondere breitere Flanken (Fat Tails) als eine Normalverteilung.
Wird eine Normalverteilung an das empirisch ermittelte Datenmaterial angepafit, miissen
unweigerlich alle extremen Realisationen ausgeklammert werden, was zu einer ernsthaften
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Unterschiétzung des Value-at-Risk fiithren kann. Will man nicht den parametrischen Bo-
den unter den Fiiflen verlieren, ist man also gezwungen, auf Verteilungsmodelle mit Fat
Tails zuriickzugreifen. Nun existiert aber eine ganze Bandbreite parametrischer Modelle
sowohl fiir die Randverteilung der Logrendite', als auch fiir den stochastischen Verlauf
des logarithmierten Portefeuillewertes®. In jedem Fall sollte der parametrische Fit mog-
lichst gut die realisierte linke Flanke abdecken, was das Auffinden eines auflerordentlich
yrealitdtsnahen” Verteilungsmodells erfordert.

Im Prinzip kénnte man stattdessen versuchen, den Value-at-Risk auf nonparametrische
Weise ausfindig zu machen. Damit miissten keine Annahmen iiber die Randverteilung der
Logrendite getroffen werden. Dieser Ansatz wiire also robust im Hinblick auf eine Fehlein-
schiitzung des ,,wirklichen” Bildungsgesetzes von Logrenditen. Der wesentliche Nachteil
nonparametrischer Methoden ist jedoch, dafl zuverlifige Quantilschiitzungen lediglich im
hochfrequentierten Bereich der Verteilung vorgenommen werden kénnen; bei der Schiit-
zung extremer Quantile ist man hingegen auf das realisierte Stichprobenmaximum bzw.
-minimum angewiesen. Der nonparametrische Ansatz birgt also ebenfalls die Gefahr einer
starken Unterschitzung des Value-at-Risk.

Um die Stylized Facts der empirischen Kapitalmarktforschung® - womit u.a. Leptokurtosis
und Fat Tails gemeint sind - nicht einfach zu ignorieren, bietet sich folglich ein semiparame-
trischer Mittelweg an. Das bedeutet, man akzeptiert auf der einen Seite die Stylized Facts
und sucht auf der anderen Seite im Rahmen dieser Erkenntnis nach geeigneten Methoden,
den Value-at-Risk ohne Riickgriff auf ein konkretes Verteilungsmodell zu ermitteln. Da-
mit wird - im Gegensatz zum parametrischen Ansatz - nicht das Ziel verfolgt, die gesamte
Randverteilung der Logrendite zu bestimmen, sondern lediglich die Verteilung extremer
Realisationen. Die vorliegende Arbeit befait sich mit der semiparametrischen Ermittlung
des Value-at-Risk bzw. des Shortfall-Risk auf der Grundlage zentraler Erkenntnisse der
Extremwerttheorie.

Neben der Normalverteilungshypothese basiert die herkommliche Ermittlung des Value-
at-Risk weiterhin auf der Annahme, daf} die absoluten Portefeuillewertveréinderungen sta-
tiondr und stochastisch unabhéingig sind, m.a.W., daf§ der Portefeuillewert einem Random
Walk folgt. Diese Primisse kann jedoch - dhnlich wie die Normalverteilungshypothese
beziiglich der absoluten Portefeuillewertverinderungen - mit Mitteln der Wahrscheinlich-
keitstheorie widerlegt werden, ohne konkrete Annahmen iiber den Preisbildungsmecha-
nismus auf den Finanzmérkten zu treffen. Dagegen lifit sich zeigen, daf3 die Random-
Walk-Hypothese beziiglich des logarithmierten Wertverlaufs zumindest nicht aus wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Griinden abgelehnt werden muf}. Sie kann dann jedoch mit
dem Hinweis auf die Existenz von Volatilitdtsclustern innerhalb von Finanzzeitreihen kri-
tisiert werden. Dieses Phénomen 148t sich mit bedingt heteroskedastischen Modellen fiir
die Entwicklung der Logrendite erkliren, was den angenehmen Nebeneffekt hat, dafl man
damit zugleich eine theoretische Basis fiir die beobachteten Fat Tails in den Randvertei-
lungen von Logrenditen konstruieren kann. Allerdings bedeutet die Verwendung bedingt
heteroskedastischer Modelle zugleich die Aufgabe der Unabhéngigkeitsannahme. Vor die-
sem Hintergrund scheint eine - im Vergleich zur klassischen Theorie - strengere Definition

'Exemplarisch seien an dieser Stelle die stabile Verteilungsfamilie von Mandelbrot und Fama, die hy-
perbolische Verteilung von Eberlein und Keller sowie die gemischte Normalverteilung erwihnt.

’Das bekannteste Modell in diesem Zusammenhang ist das ARCH-Modell von Engle bzw. das allge-
meinere GARCH-Modell von Bollerslev.

3Vgl. z.B. Bera/Higgins [4], S. 306, Eberlein/Keller [14], S. 6, Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16],
S. 406 und Schmid/Trede [62], S. 23.
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des Value-at-Risk-Begriffs notwendig zu sein, d.h. es sollte eine Unterscheidung zwischen
bedingten und unbedingten Portefeuillerisikomafen vorgenommen werden.*

1.2 Struktur der vorliegenden Arbeit

In Kapitel 2 wird der Begriff des Finanzportefeuilles kurz erldutert und dargelegt, welche
Portefeuillebestandteile im Rahmen dieser Arbeit beriicksichtigt werden kénnen. Dariiber
hinaus erfolgt eine Aufzéhlung der finanziellen Risiken, denen ein solches Portefeuille aus-
gesetzt ist und es wird darauf hingewiesen, dafi das Value-at-Risk-Konzept lediglich das
Marktrisiko erfaflt.

Die angesprochenen Nachteile der Normalverteilungshypothese werden sukzessive in den
Kapiteln 3 und 6 erortert. Weiterhin wird in Kapitel 3 die Random-Walk-Hypothese
diskutiert, wobei vorher das benotigte wahrscheinlichkeitstheoretische Fundament gelegt
wird.

Die in Kapitel 3 eingefiihrten wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe werden in Kapitel
4 zur formalen Definition des bedingten und des unbedingten Value-at-Risk verwendet.
Mit dem gleichen Instrumentarium wird anschlieSend der Shortfall-Risk definiert.

Die Grundlagen der Extremwerttheorie werden in Kapitel 5 dargelegt. Behandelt wer-
den die beiden elementaren Konvergenzsitze von FISHER-TIPPETT und von PICKANDS-
BALKEMA-DE-HAAN. Der erste beschreibt die Konvergenz standardisierter Stichproben-
maxima gegen die verallgemeinerte Extremwertverteilung®, der zweite beschreibt die Kon-
vergenz diverser ExzeBverteilungen gegen die verallgemeinerte Pareto-VerteilungS. Die
Konvergenzsitze sind praktisch fiir alle bekannten Verteilungsfamilien giiltig. Eine zen-
trale Erkenntnis der Extremwerttheorie ist, dafl aus dem Konvergenzverhalten des stan-
dardisierten Stichprobenmaximums einer Verteilungsfamilie ein reeller Gestaltparameter
¢ resultiert, der eindeutig angibt, ob die entsprechende Verteilungsfamilie fat- /long-tailed
(€ > 0), medium-tailed (£ =0) oder short-tailed (£ < 0) ist. In Abh#ngigkeit von dem
Gestaltparameter konvergiert das standardisierte Stichprobenmaximum gegen einen be-
stimmten ,, Anziehungsbereich””, wobei der Verlauf der sogenannten EzzefSmittelwertfunk-
tion eine besondere Rolle spielt. Dariiber hinaus wird gezeigt, wie der MDA einer Ver-
teilungsfunktion auf analytischem Wege ermittelt werden kann. Zum Schluf} des Kapitels
wird der Zusammenhang zwischen dem MDA und der Existenz endlicher Momente erldu-
tert.

In Kapitel 6 erfolgt eine Darstellung der konventionellen parametrischen und nonparame-
trischen Ansitze zur Ermittlung des Value-at-Risk, wobei der multivariate Ansatz mittels
Risikoparametern kurz erléutert wird.

In den Kapiteln 7 und 8 wird die Peaks-Qver-Threshold-(POT-)Methode zur Ermittlung
des Value-at-Risk und des Shortfall-Risk eingehend erldutert und anhand der in Kapitel 5
gewonnenen Erkenntnisse motiviert. Dabei wird die empirische ExzeBmittelwertfunktion
diskutiert und auf die besondere Rolle des daraus abgeleiteten Mean-Ezxcess-(ME-) Plots

“Diese Unterscheidung weicht vom herkémmlichen Value-at-Risk-Konzept ab und findet erst seit relativ
kurzer Zeit Anklang. Vgl. z.B. Barone-Adesi/Giannopoulos [2], Engle/Manganelli [20], Huschens [34],
McNeil [46], McNeil/Frey [47] und Ormoneit/Neuneier [51].

"Engl.: Generalized Extreme Value Distribution (GEV).

SEngl.: Generalized Pareto Distribution (GPD).

"Engl.: Maximum Domain of Attraction (MDA).
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hingewiesen. Anhand des ME-Plots einer Logrenditezeitreihe 148t sich die Fat-Tails-
Hypothese auf explorative Art und Weise verifizieren. Zum Vergleich findet man in An-
hang A einige simulierte ME-Plots einfach normalverteilter, gemischt normalverteilter und
stabilverteilter Logrenditen. Dariiber hinaus ist der ME-Plot das zentrale explorative In-
strument zur Unterscheidung ,,extremer” Realisationen von ,gewthnlichen” Realisationen,
indem es die Festlegung einer kritischen Schwelle erlaubt. In Kapitel 8 wird aulerdem
gezeigt, warum man bei der Berechnung des Shortfall-Risk auf bestimmte analytische
Methoden verzichten mufl und es wird nachgewiesen, dafl der Shortfall-Risk quantifiziert
werden kann, obwohl eine geschloffene mathematische Lésung nicht existiert.

Eine Darstellung der diversen Schitzmethoden fiir den Gestaltparameter £ erfolgt in Kapi-
tel 9. Es lassen sich drei Ermittlungsanséitze unterscheiden: Die semiparametrische Ermitt-
lung von £ auf der Grundlage von Upper-Order-Statistics, seine parametrische Ermittlung
auf der Grundlage der GEV (Blockmaxima-Ansatz) und die simultane parametrische Er-
mittlung von £ und o (dem Skalenparameter der verallgemeinerten Pareto-Verteilung) auf
der Grundlage der verallgemeinerten Pareto-Verteilung (POT-Ansatz). Der Schwerpunkt
des Kapitels liegt auf der Maximum-Likelihood-Methode und der Methode der wahrschein-
lichkeitsgewichteten Momente im Rahmen des POT-Ansatzes, um auf die in den Kapiteln
7 und 8 gewonnenen Ergebnisse zuriickgreifen zu kénnen.

Obwohl die Kernaussagen eines jeden Kapitels bereits anhand der historischen Verldufe
des Dow Jones Industrial Index und des DAX belegt werden, erfolgt in Kapitel 10 eine
Fallstudie, in der die Berechnung des Value-at-Risk und des Shortfall-Risk exemplarisch
vorgefiihrt wird.

Kapitel 11 beinhaltet einen Giitevergleich der in Kapitel 6 dargestellten Value-at-Risk-
Ermittlungsansétze. Zu diesem Zweck wurde auf die Annahme stabilverteilter Logrenditen
zuriickgegriffen. Die von MANDELBROT und FAMA eingefiihrte a-stabile Verteilungsfamilie
eignet sich besonders gut, um Fat Tails mit beliebiger Ausprigung zu modellieren. Auf der
Grundlage einer vorgegebenen stabilen Verteilungsfunktion wurden jeweils 100000 Value-
at-Risk-Schitzungen mit einer parametrischen, einer nonparametrischen und der semipa-
rametrischen POT-Methode simuliert und anschlieflend Mean-Squared-Error und Bias der
jeweiligen Methode berechnet. Auf diese Weise konnten verschiedene Konstellationen von
Fat Tails und vorhandenem Stichprobenumfang simuliert werden. Nach einer kurzen Er-
lduterung der grundlegenden Eigenschaften stabiler Verteilungen werden die Ergebnisse
der Simulation analysiert. Eine tabellarische Darstellung der Simulationsergebnisse findet
man in Anhang B.

SchlieBlich erfolgt eine Uberpriifung des MDA aller DAX-Werte, wobei die Fat-Tails-
Hypothese auf einem Signifikanzniveau von 5% untersucht wird.® Die ermittelten Er-
gebnisse werden in Anhang C dargestellt.

8Die in der vorliegenden Arbeit sowohl fiir alle Beispiele, als auch fiir die Fallstudie und den Hypothe-
sentest verwendeten historischen Kursverldufe stammen von B&W Investment Research und kénnen im
WWW unter [11] abgerufen werden.



Kapitel 2

Risiken von Finanzportefeuilles

2.1 Portefeuillebestandteile

Ein Finanzportefeuille! ist ein Biindel diverser Finanzanlageobjekte, also Wertpapiere und
sonstiger Finanztitel:

Aktien und Aktienindexzertifikate,

Fondanteile (z.B. an Aktien-, Renten- und Immobilienfonds),

Devisen (= ausléndisches Sichtguthaben), inlindisches Sichtguthaben sowie Bargeld,
Tages- und Termingelder,

Unverbriefte Kredite an Unternehmen und private Haushalte,

A R

Anleihen, z.B. Bundesschatzbriefe und -obligationen, Inhaber-Schuldverschreibun-
gen, etc.,

7. Edelmetalle, Immobilien und Sachgiiter, sofern diese eine Finanzanlagefunktion er-
fiillen,

8. Derivative Finanzinstrumente, d.h. bedingte Terminkontrakte (= Optionen) und
unbedingte Terminkontrakte (= Forwards, Futures und Swaps),

9. Sonstige Vertrige, z.B. Mischformen der oben genannten Kontrakte (etwa Genuf-
scheine, Optionsanleihen und Wandelschuldverschreibungen), individuelle Verein-
barungen?, etc.

Man unterscheidet generell origindire und derivative Finanztitel. Origindre Finanztitel
(sogenannte Finanzierungstitel) sind z.B. Aktien und Anleihen. Es handelt sich also um
Finanzinstrumente, die einen Fundamentalwert besitzen, d.h. erst bei dauerhafter Insol-
venz des Emittenten wertlos werden.?

Exkurs. Finanzierungstitel stammen von einem Emittenten ab, der durch die Emis-
sion der Wertpapiere bestimmte Investitionsprojekte finanzieren mochte. Im Gegenzug
verpflichtet sich der Emittent gegeniiber dem Glaubiger (im Falle der Fremdkapitalfinan-
zierung) bzw. dem Eigentiimer (im Falle der Eigenkapitalfinanzierung), nicht nur den

"Wird im folgenden kurz als Portefeuille bezeichnet.
?Sogenannte ,,Over-The-Counter”-(OTC-)Kontrakte.
3Insofern besitzen auch Wihrungen und Edelmetalle i.w.S. einen Fundamentalwert.
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eingezahlten Betrag im Zeitablauf zu amortisieren, sondern ihn dariiber hinaus fiir sei-
nen Konsumverzicht und die Ubernahme von Risiken zu entschiidigen. Die Zahlungs-
modalitéit bestimmt hierbei die Vertragsform, m.a.W. die rechtliche Ausgestaltung des
Wertpapiers. O
Derivative Finanztitel (sogenannte Derivate) besitzen hingegen keinen Fundamentalwert.
Der Zahlungsanspruch bzw. die Zahlungsschuld und somit auch der Preis eines derivativen
Finanzinstruments leiten sich lediglich aus dem Preis eines bereits bestehenden Finanzti-
tels (dem sogenannten Basisobjekt) ab. Derivate dienen hauptsichlich dem Hedging?(=

Risikokompensation) und der Spekulation (= Risikoiibernahme) und besitzen folgende
Charakteristika:

1. Derivate besitzen einen Verfalltag und einen Referenzwert.”

2. Der Marktwert des Derivats kann am Verfalltag Null® (im Falle bedingter Termin-
kontrakte) oder sogar negativ’ sein (im Falle unbedingter Terminkontrakte).

Das bedeutet jedoch nicht, dafl origindre Finanztitel keinen Verfalltag und Referenzwert
aufweisen konnen. Im Gegenteil: Praktisch alle gehandelten Anleihen besitzen ein Til-
gungsdatum, d.h. einen Zeitpunkt, an dem der Emittent den Nominalwert der Anleihe an
die Glaubiger zuriickzahlt.

Es sei noch bemerkt, dafl simtliche aus einem Kapitalvermogen resultierende Erlose - also
nicht nur Verkaufserlése - in die Gewinn- und Verlustrechnung des Investors einflieflen
miissen. Dividendenzahlungen, Kuponzahlungen, Bezugsrechtserlose, etc. werden also bei
der Ermittlung der Portefeuillewertveridnderung explizit beriicksichtigt. Es wird dabei an-
genommen, daf} die Erlose unverziiglich in das jeweilige Anlageobjekt reinvestiert werden.
Rein buchhalterische Effekte, etwa im Zuge einer Kapitalerhhung aus Riicklagen, eines
Notizwechsels oder eines Aktiensplittings, sind hingegen nicht zahlungswirksam, sondern
wirken sich lediglich auf die Anzahl der Portefeuillekomponenten aus, nicht jedoch auf
den Portefeuillewert selbst. Diese ,,Grundregeln” miissen selbstverstindlich auch bei der
Ermittlung von Finanzzeitreihen beachtet werden.®

2.2 Risikoformen

In einem Portefeuille manifestieren sich verschiedene finanzielle Risiken. Sie lassen sich
nach ihrem Ursprung folgendermafen unterscheiden:’

1. Marktrisiko!?

Das Marktrisiko besteht in der Gefahr von Verlusten durch Marktwertveranderun-
gen.

"Hedging bedeutet, daff ein bestehendes oder antizipiertes unsicheres Kassageschift temporir durch
ein gegenlidufiges Termingeschift abgesichert wird. Vermeintliche Verluste aus dem Kassageschift werden
damit durch entsprechende Gewinne aus dem Termingeschéift kompensiert, et vice versa.

>Je nach Art des Termingeschifts kann es sich dabei um einen Ausiibungspreis, Futurepreis, Zinssatz
etc. handeln.

®Im Gegensatz zu Fundamentalanlagen ist der Totalverlust durchaus kein Ausnahmefall, sondern iibli-
cher Bestandteil des Risikos von Termingeschiften.

"Damit ist eine Schuld gemeint.

8Zur Technik der Bereinigung von Finanzzeitreihen siehe z.B. Schmid/Trede [62], S. 10.

®Vgl. Jorion [36], S. 14ff und Read [55], S. 4.

"Engl.: Market Risk.
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2. Insolvenzrisiko!!

Das Insolvenzrisiko besteht in der Gefahr der Zahlungsunfihigkeit oder -unwilligkeit
eines Schuldners, sofern lediglich vertraglich fixierte Zahlungsanspriiche betroffen
sind.!?

3. Liquiditéitsrisiko!®

Liquiditétsrisiken bestehen in der Gefahr, dafl eine Transaktion aufgrund eines feh-
lenden Transaktionspartners (also fehlender Liquiditiit) unterbleiben oder zu unfai-
ren Konditionen (d.h. nicht zum eigentlichen Marktwert) zustande kommen muf.!*

4. Betriebsrisiko!®

Betriebsrisiken resultieren aus der Gefahr menschlichen Fehlverhaltens und techni-
schen Versagens wiihrend des Handelsbetriebs auf den Finanzmérkten.

5. Rechtsrisiko!6

Beschreibt die Gefahr, daf eine vorgesehene Transaktion aufgrund rechtlicher Ver-
sinderungen nicht zustande kommen kann bzw. eine unvorhergesehene Transaktion
zustande kommen muf3.

Der Value-at-Risk (VaR) eines Finanzportefeuilles bezieht sich lediglich auf das Marktri-
siko.!” Daher konzentriert sich die vorliegende Arbeit lediglich auf solche Portefeuilles,
deren Komponenten ausschliellich dem Marktrisiko unterworfen sind. Dariiber hinaus
wird vorausgesetzt, dafl die Komponenten standardisiert sind, auf organisierten Finanz-
mérkten gehandelt werden'® und auBerdem keinen Verfalltag und Referenzwert aufweisen.
Damit beschriinkt sich der Fokus auf Aktien, Fondanteile'”, Devisen, Edelmetalle, Tages-
und Termingelder mit risikoloser Verzinsung sowie inléindisches Sichtguthaben und Bar-
geld. Davon sind lediglich Aktien, Fondanteile, Devisen und Edelmetalle risikobehaftet
und somit im Rahmen des Risikomanagements von Bedeutung.?’

Die Beschrinkung auf jene Teilmenge der origindren Finanztitel, welche keinen Verfall-
tag und Referenzwert aufweisen, kann folgendermaflen begriindet werden: Man benétigt
fiir die Berechnung des VaR die empirische Verteilungsfunktion der Wertverinderung des
betrachteten Portefeuilles. Diese wird zur Schétzung der theoretischen Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Wertveréinderung herangezogen, woraus der VaR abgeleitet wird. Mit
der empirischen Verteilungsfunktion miissen aber genau jene Finanztitel historisch erfafit
werden, welche dem betrachteten Portefeuille angehoren. Bei Finanztiteln, die einen Ver-
falltag und einen Referenzwert besitzen, spielt jedoch der Bewertungszeitpunkt respektive

"Engl.: Credit Risk. Das Insolvenzrisiko wird gelegentlich auch als (Adressen-)Ausfallrisiko, Bonitiits-
risiko, Kreditrisiko, etc. bezeichnet.

2Daher sind z.B. Dividendenzahlungen nicht dem Insolvenzrisiko ausgesetzt.

3Engl.: Liquidity Risk.

YT iquiditétsrisiken sind typischer Bestandteil unvollkommener Finanzmiirkte.

5Engl.: Operational Risk.

'Engl.: Legal Risk.

1"Vgl. Jorion [36], S. 14, Read [56], S. 1 und Zagst [66], S. 1.

'%Bei der Ermittlung des VaR greift man auf die historische Entwicklung der Preise der Portefeuil-
lekomponenten zuriick. Daher ist man auf eine einheitliche Preisfeststellung, m.a.W. auf organisierte
Finanzmérkte angewiesen. Zum Begriff des organisierten Finanzmarktes siehe Franke/Hax [25], S. 58ff.

9Ein Fondanteil ist ein Anteil an einem fremden Finanzportefeuille. Die erwihnten Voraussetzungen
miissen also strenggenommen auch fiir alle Komponenten des Fondvermégens gelten.

20Es handelt sich ausnahmslos um Finanztitel mit einem Fundamentalwert.
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die Restlaufzeit des Kontrakts eine mafigebliche Rolle. Die Restlaufzeit héingt jedoch vom
vertraglich festgelegten Verfalltag ab und ist somit ein vertragskonstituierendes Element.
Die durch den Zeitablauf bedingte Verdnderung der Restlaufzeit befristeter Kontrakte
innerhalb eines Portefeuilles fiihrt aus finanzwirtschaftlicher Hinsicht zu einer permanen-
ten Transformation dieser Kontrakte, bis sie sich am entsprechenden Verfalltag vollstén-
dig auflosen. Somit kann man zur Schitzung der theoretischen Verteilungsfunktion der
Wertverdnderung eines Portefeuilles, das teilweise aus Finanztiteln der betrachteten Ka-
tegorie zusammengesetzt ist, nicht auf die historische Wertentwicklung des Portefeuilles
zuriickgreifen. In der klassischen VaR-Theorie wird versucht, dieses Problem dadurch zu
umgehen, indem nicht auf die Portefeuillebestandteile selbst abgestellt wird, sondern auf
deren annahmegeméif stationéren Preisdeterminanten @i, yq,... ,¢,,, die als Risikofak-
toren bezeichnet werden. Mit ihrer Hilfe kann der Preis einer Portefeuillekomponenten
k als Funktion Py = Py (¢1, ¥, --- , ¢m) aller Risikofaktoren interpretiert werden, wobei
die Restlaufzeit als ,,degenerierter” Risikofaktor in die Bewertung einflieft. Der Porte-
feuillewert V = Zle ag Py ist somit ebenfalls eine Funktion der Risikofaktoren, wobei a
die Anzahl der Portefeuillekomponenten der Klasse k£ und K die Anzahl der vorhandenen
Klassen symbolisieren. An dieser Stelle mochte ich gerne auf die reichhaltige Literatur zur
konventionellen VaR-Ermittlung verweisen.?!

21Vgl. 2.B. Huschens [33], S. 5ff, Jorion [36], S. 185ff, Read [54], Read [56], S. 30ff und Zagst [66].



Kapitel 3

Portefeuillewert, Information und
Rendite

Die Berechnung des VaR basiert auf der Betrachtung von potentiellen Portefeuillewertver-
anderungen', also von in stochastischem Sinne méglichen Wertzuwiichsen? bzw. Wertver-
lusten® nach einer bestimmten Haltedauer. In der Literatur haben sich unterschiedliche
Ansitze zur Erfaung solcher Wertverénderungen etabliert, wobei man zwischen diskreten
und kontinuierlichen Ansétzen differenzieren kann.

3.1 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Im folgenden sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) vorgegeben. Der stochastische
Wertverlauf eines Portefeuilles wird mit Hilfe der Theorie stochastischer Prozefie model-
liert.

Definition 3.1.1 (Wertproze8) Ein Wertprozep ist ein stochastischer Prozeff® (Vi),ez
mit folgenden Eigenschaften

(3.1) P(V, <0) =0, VteZ
und
(3.2) P(Vy <v) >0, You>0,teZ.

0

"Der Begriff Wert wird im statistischen Sinne verwendet und bezeichnet damit die Summe der Markt-
preise aller Portefeuillekomponenten. Die kapitalmarkttheoretische Unterscheidung der beiden Begriffe
Preis und Wert (= Gleichgewichtspreis) wird im Rahmen dieser Arbeit nicht vorgenommen.

2Engl.: Profit.

3Engl.: Loss.

*Engl.: Target Horizon.

°Zum Begriff des stochastischen ProzeSes vgl. Fahrmeir/Kaufmann/Ost [21], S. 5, Fisz [24], S. 320f
und Malliaris/Brock [41], S. 32. Alle Definitionen implizieren die F-B%-Mefbarkeit von Vi, d.h. fiir jede
Borelmenge B € B” ist das entsprechende Ereignis V;~ (B) € F. Vgl. Billingsley [5], S. 182f.
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Die Parametermenge 7Z repriisentiere dquidistante Zeitpunkte auf der Zeitachse, z.B. die
Menge aller Borsenschliifle, d.h. es werden alle Wochenenden und Bérsenfeiertage aus der
physikalischen Zeitachse ,herausgefiltert”.

Man kann davon ausgehen, daf8 ein Portefeuille vollstéindig aus Kaufpositionen besteht.’
Short-Positionen - also Leerverkiiufe, die den Anleger zur kiinftigen Eindeckung mit be-
stimmten Wertpapieren zwingen wiirden - kénnen somit im ersten Schritt ausgeklammert
werden. Ein Portefeuille, das lediglich positive kiinftige Zahlungen (z.B. Verkaufserlose,
Dividenden, Bezugsrechtserlose, Zinsen, Tilgungsbetréige, etc.) beinhaltet, also dessen
Komponenten allesamt einen Fundamentalwert besitzen, mufl auf einem vollkommenen
Finanzmarkt” jedoch einen positiven Wert aufweisen. Andernfalls kénnten die Anleger
durch den Erwerb dieses Portefeuilles auf einfache Weise einen Arbitragegewinn erzielen.®
Daraus resultiert die konstituierende Bedingung (3.1) fiir Wertprozefie.

(s)

Um eventuelle Short-Positionen zu berticksichtigen, muf} lediglich der Wert V,**’ aller Leer-

@

verkaufspositionen vom Wert V' aller Kaufpositionen subtrahiert werden. Damit erhélt

man den Wert W; = V;(l) — Vt(s) des aggregierten Gesamtportefeuilles.’

Zunichst soll die wahrscheinlichkeitstheoretisch fundierte Argumentationsweise, welche
sich im Bereich der mathematischen Finanzmarkttheorie durchgesetzt hat,'” niher erliu-
tert werden.

Definition 3.1.2 Sei Z; :== o (V;, Vi—1,...) C F die von Vi, Vi_1,... generierte o-Alge-
bra.l1 O

Definition 3.1.3 P (Vi1 < z | Z}) sei eine nichtnegative, Zy-mefibare und P-integrierbare
Zufallsvariable, mit der fiir alle I € 7, die Gleichung

P[(W+1§x)ﬂf]:/P(W+1§x]It) iP, e RR
I

erfiillt ist.'? Dann ist P (Viy1 < x | ) die durch T; bedingte Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von Viy1 und man vereinbart

FV,5+1|Vt,Vt71,... (l‘) = FV,*,+1|It (l‘) =P (‘/t+1 g X | It) -

0

Mit Hilfe des Satzes von RADON-NIKODYM 148t sich zeigen, dafl eine Zufallsvariable im
Sinne der Definition 3.1.3 iiberhaupt existiert. Ferner sind je zwei Zufallsvariablen, die
obiges Kriterium erfiillen, mit Wahrscheinlichkeit Eins gleich,'® d.h. die durch Z; bedingte
Wabhrscheinlichkeitsverteilung ist im probabilistischen Sinne eindeutig definiert.

®Eine Kaufposition wird im englischen als Long-Position bezeichnet, wohingegen eine Leerverkaufspo-
sition als Short-Position bezeichnet wird.

"Zum Begriff des vollkommenen Finanzmarktes siche Franke/Hax [25], S. 361 und Kruschwitz [38], S.
40.

8Die skizzierte Situation stellt per definitionem eine Arbitragegelegenheit dar. Vgl. Franke/Hax [25],
S. 362 und Kruschwitz [38], S. 161f.

*(Wi),ez, ist jedoch kein WertprozeS.

""Vgl. 2z.B. Irle [35], Karatzas/Shreve [37] und Mikosch [49)].

Vgl Billingsley [5], S. 260 und Malliaris/Brock [41], S. 4.

12Vgl. Billingsley [5], S. 451 i.V.m. S. 443.

13ygl. Billingsley [5], S. 443.
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P (Viy1 < x| Z;) ordnet somit dem Ereignis (Vi1 < x) € F die bedingte Wahrscheinlich-
keit

P (%+1 S X | ‘/}, = Ut? ‘/},71 = Ut*l’ i ‘) = FVt+1\Vt:Ut7Vt—1:Ut—1,--- (ll)

zu, sobald die Realisation der Zeitreihe Vi, V;_1,... in Form von wv;,v;—1,... feststeht.
Die Kenntnis der realisierten Zeitreihe vs, v;_1, ... wird wahrscheinlichkeitstheoretisch da-
durch ausgedriickt, indem man sagt, dafl der Anleger gerade fiir jene Ereignisse aus Z;
bestimmen kann, ob sie realisiert wurden oder nicht,'* obgleich er jedoch nicht das rea-
lisierte Ergebnis w €  kennt.'> Damit kennt er jedoch zumindest die Realisation von
P (Vig1 <2 | Z;),'% d.h. er kann die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung des kiinftigen
Portefeuillewertes aus der bis dato realisierten Zeitreihe ableiten. 7Z; kann somit als die
in ¢ manifestierte Information iiber den zuriickliegenden Wertverlauf interpretiert werden.
Aufgrund von Z; 1 C Z; (V t € Z) ist Z; eine echte Verbesserung der Information Z;_; und
(Zt),cz symbolisiert damit den zeitlichen Informationszuflufl auf dem Finanzmarkt.

3.2 Renditedefinitionen

3.2.1 Diskreter Ansatz

Mit dem diskreten Ansatz wird die absolute Wertveréinderung AV, := V.41 — V; des Por-
tefeuilles betrachtet.'” Zwecks Berechnung des VaR zum Zeitpunkt ¢ interessiert sich ein
Anleger nicht nur fiir die Randverteilung des Zuwachses (Fay;, ), sondern vielmehr fiir die
durch Z; bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung Fay,v;,v;_,,.... Er stellt sich also die Fra-
ge nach dem Verteilungsgesetz der absoluten Wertverédnderung unter der Bedingung der
vorhandenen Information iiber die bis dato realisierten Portefeuillewerte.'®

AVi | Ty = (Vig1 — Vi) | Zy ist offenbar das Resultat einer Lagetransformation des beding-
ten Portefeuillewertes Vi1 | Z; mit dem (zum Zeitpunkt ¢ bereits realisierten) Lagepara-
meter —V;. Somit gehort die Verteilung von AV, | Z;, d.h. F, Av,|z, der Lagefamilie der
Verteilung von Vi1 | Z; an.

Eine Abwandlung des diskreten Ansatzes besteht in der Betrachtung der relativen Wert-
verinderung AV;/V, | T;. Ry := AV;/V, wird als Rendite bezeichnet.! Damit gilt
Vit1|Ze = Vi (1 + Rt) | Zy. Man kann Ry | Z; somit als stochastischen Zinssatz einer einma-
ligen Verzinsung des (zum Zeitpunkt ¢ bereits realisierten) Startkapitals V; iiber den Zeit-
raum [t,t + 1] interpretieren. Ry | Z; resultiert aus einer Lage-Skalen-(LS-) Transformation
des bedingten Portefeuillepreises Vi1 | Z; mit dem Skalenparameter Vfl und dem Lage-
parameter —1:

Vig1 —

Vi _
Ry | T = i L=V Vi - 1| T

"vgl. Billingsley [5], S. 450.

“Die vorliegende Arbeit unterstellt laut Definition 3.1.1 unendliche WertprozeBe. Somit wird der Anleger
niemals den vollstéindigen Pfad des stochastischen Prozefles erfahren und damit auch nicht die Kenntnis
iiber das realisierte Elementarereignis erlangen.

16Man beachte, daB Fy, viviey,... () = P (Viya < o | It) eine Zy-meBbare Zufallsvariable ist, wihrend
Fy,  \Vi=o Vi _1=vi 1. (z) ihre Realisation darstellt.

'"Vgl. Jorion [36], S. 76 und Read [56], S. 7.

18y gl. McNeil [46], S. 1f. Die Frage nach der bedingten Verteilung des Zuwachses ergibt sich automatisch,
wenn man z.B. von einem autoregressiven Prozefl der Zuwéchse oder der Volatilitdten ausgeht.

""Vel. Read [56], S. 7. In der angelsiichsischen Literatur werden dafiir die Begriffe Return oder auch
Arithmetic Return verwendet (vgl. Jorion [36], S. 76).
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Somit gehort die Verteilung von Ry | Z; der LS-Familie der Verteilung von Vi1 | Z; an.

3.2.2 Kontinuierlicher Ansatz

Mit dem kontinuierlichen Ansatz wird nicht mehr direkt der Wertproze8 (V;),.4, son-
dern der logarithmierte Wertprozef (Logwertprozef) (log V;),., betrachtet.?’ Die absolute
Wertveréinderung RR; := log Vi1 — log V; bezeichnet man als Logrendite.?! Angenommen
ein Anleger interessiert sich fiir die durch o (log V,log Vi1, . ..) bedingte Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Logrendite R; | o (log Vi, log Vi—1,...). Da jeder Logwertzeitreihe mit
Wahrscheinlichkeit Eins in eineindeutiger Weise eine entsprechende Wertzeitreihe zugeord-
net werden kann, gilt o (log V;,logV;_1,...) = Z;, d.h. eine bis ¢ realisierte Wertzeitreihe
beinhaltet genau die gleiche Information, wie eine bis ¢ realisierte Logwertzeitreihe. Man
kann sich daher lediglich auf die urspriingliche o-Algebra Z; beschrinken.

Es gilt??

n
W+1|It:%'exp(%t) ]It:Vthm <1+&> ’It
n—oo n
R: | Z; kann folglich als stochastischer Zinssatz einer kontinuierlichen Verzinsung des (zum
Zeitpunkt ¢ bereits realisierten) Startkapitals V; iiber den Zeitraum [t, ¢ + 1] interpretiert
werden. Die Logrendite wird aus diesem Grund auch als Momentanrendite, kontinuierliche
Rendite oder Rate of Return bezeichnet.

Die Dichte von R; | Z; ist - im Gegensatz zum diskreten Ansatz - nicht mehr das Resultat
einer einfachen Lage-Skalen-Modifikation der bedingten Dichte von V;i1. Vielmehr gilt
nun

fowyz, () = Vi-exp(2) - fyy7, (Vi -exp ().

3.3 Normalverteilungs- und Random-Walk-Hypothese

Im folgenden werden zwei géingige finanzmarkttheoretische Modellannahmen - die Random-
Walk-Hypothese (RW-Hypothese) und die Normalverteilungshypothese (N-Hypothese) -
erldutert und einer kritischen Betrachtung unterzogen. Im Verlauf des Kapitels wird ge-
zeigt, dafl die RW-Hypothese beziiglich des Wertprozefies an der konstituierenden Be-
dingung fiir WertprozeBe (3.1), also schon in finanzwirtschaftlicher Hinsicht, scheitert.?3
Die RW-Hypothese beziiglich des Logwertprozefles miindet hingegen in einem grundlegen-
den Problem der Finanzokonometrie, ndmlich bei der Fragestellung, ob Logrenditen von
zeitlich vorgelagerten Logrenditen abhéngen, oder nicht. Dariiber hinaus hat man festge-
stellt, dafl Finanzzeitreihen typischerweise sogenannte Volatilitdtscluster aufweisen, d.h.
Perioden starker Volatilitit wechseln sich mit Perioden schwacher Volatilitdt ab. Solche
Abhéngigkeitsstrukturen werden allerdings im Rahmen der Zeitreihenanalyse untersucht,
indem man sich bewuft von der RW-Hypothese distanziert.?*

*'Hierbei kommt die Voraussetzung P (V; < 0) = 0 zum Tragen, denn somit ist (log Vi)yc z mit Wahr-
scheinlichkeit Eins definiert.

21ygl. Read [56], S. 8. Im angelséichsischen Raum spricht man vom Log-Return oder vom Geometric
Return (vgl. Jorion [36], S. 76).

22V gl. Heuser [29], S. 170.

?3Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 15 und S. 32.

24Vgl. Schlittgen/Streitberg [60], S. 1 und S. 90.
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Die N-Hypothese beziiglich der bedingten Renditen R; | Z; fiihrt - analog zur RW-Hypothese
fiir Wertprozefle - zum Problem der finanzwirtschaftlichen Verlustgrenze. Hingegen kann
die Annahme normalverteilter bedingter Logrenditen R; | Z; 6konomisch nicht unmittel-
bar von der Hand gewiesen werden, weswegen sie lange Zeit die herrschende Meinung
widerspiegelte.?’ Gegenwirtig ist man geteilter AuffaBung iiber die bedingte Verteilung
von Logrenditen, wihrend sich beziiglich deren Randverteilung die empirische Erkenntnis
einer leptokurtischen Form durchgesetzt hat.?

3.3.1 Normalverteilungshypothese beziiglich bedingter absoluter Porte-
feuillewertverdnderungen

Zur Modellierung der Verteilung der bedingten absoluten Wertverédnderung AV, | Z; wird
oft die Normalverteilung herangezogen.?” Diese Vorgehensweise ist allerdings schon in
wahrscheinlichkeitstheoretischer Hinsicht aufgrund der gegebenen Nullschranke des Tri-
gers von Fy, 7, bedenklich.

Satz 3.3.1 Aus P(V; <0)=0 folgt P(V; <0 | Zy—,) =0 (n=1,2,..., VtEZ). O
Beweis: Es gilt

O:P[(Vtg())ﬁl]:/OdP, VIET n, n=1,2....
I

Nach RADON-NIKODYM sind somit alle durch Z;_,, (n =1,2,...) bedingten Wahrschein-
lichkeitsverteilungen P (V; < 0 | Z;—y,) mit Wahrscheinlichkeit Eins gleich 0. [ ]

Fiir WertprozeBe gilt laut Definition 3.1.1 jedoch die konstituierende Bedingung (3.1), d.h.
ein Anleger kann zu jedem Zeitpunkt allenfalls den eingesetzten Anlagebetrag verlieren.
Somit gilt

0=PVit1<0)=P (Vi1 <0 | L) = P(AV: < Vi | Tt) = Fayyz, (—V2)

also Fay,z, (z) = 0 fiir alle » < —V; (w) € IR, was aber im Widerspruch zur N-Hypothese
steht.?®

Oftmals wird auch versucht, die N-Hypothese durch den zentralen Grenzwertsatz zu recht-
fertigen. Es gilt

t—1
(3.3) P(Vtgzc|It_n):P<Z A%gx%_nﬂt_n), n=12....

i=t—n

%5 Louis Bachelier fithrte im Jahre 1900 mit seinem Aufsatz Théorie de la spéculation die Normalvertei-
lungsannahme fiir Renditen ein. Man kann ihn damit als Wegbereiter der modernen Finanzmarkttheorie
bezeichnen.

26Damit sind implizit vor allem die sogenannten Fat Tails gemeint.

2"Dies entspricht der iiblichen Vorgehensweise in der klassischen VaR-Theorie. Vgl. Jorion [36], S.
88ff, Read [56], S. 49 und Zagst [66], S. 10, sofern die genannten Autoren von stochastisch unabhéngigen
Portefeuillewertverdnderungen ausgehen.

28Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 32.
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Geht man von White-Noise-(WN-)Zuwichsen AV, | Zy_, (i=t —mn,...,t —1), d.h. von
einem streng stationiren Prozefl stochastisch unabhiingiger absoluter Portefeuillewertver-
anderungen aus,? so gilt fir alle i =t —n,... ,t — 1:
EAV, |Zi—,) = E(AV))=pe R,
Var (AV; | T—p,) = Var(AV;) =02 > 0.

Daraus resultiert fiir einen langen Zeithorizont (d.h. n grof) aufgrund des zentralen Grenz-
wertsatzes nach LINDEBERG-LEVY??

L= (V;f—n + nﬂ)
2

P(Vtg;v|Itn)z<I>( ), n grof,

no
d.h. die bedingte Verteilung des Portefeuillewertes in einem fernen Zeitpunkt ¢ ist appro-
ximativ normal, wenn iiber einen langen Zeitraum ein strenger Random-Walk der Porte-
feuillewerte unterstellt wird.?!

3.3.2 Random-Walk-Hypothese beziiglich des Wertprozefles

Es stellt sich die Frage, wie sinnvoll die Annahme eines Random-Walks der Portefeuillewer-
te ist. Geht man von WN-Zuwéichsen AV; | Z;_, mit P (AV; <0 | Z,—,) = P (AV; < 0) >
0, m.a.W. von einem negativen linken Endpunkt x; := inf{z € IR: Fay, (z) > 0} der
Verteilung der WN-Zuwiichse aus, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Durchbruch der
Nullschranke nach min {m € IN : m > |v;_p/2x1|} Zuwichsen positiv. Der Grund ist, daf
die betrachteten WN-Zuwiichse quasi ,autistisch” sind, d.h. sie nehmen keine Riicksicht
auf den realisierten Portefeuillewert in ¢ —n. Erfiillt (V;),., die konstituierende Bedingung
(3.2), so kann V;_,, prinzipiell jeden positiven Wert v annehmen, also insbesondere |zz],
unterschreiten, womit

t—1
(3.4) P(V;g_n+ZA%<O|It_n>:P(V;<0]It_n)7é0, n=1,2,....

i=t—n

V; kann jedoch nicht Bestandteil eines Wertprozefies sein, denn (3.4) steht im Widerspruch
zu Satz 3.3.1, der fiir Wertprozefie seine Giiltigkeit erhélt.

Offenbar kann die N-Hypothese fiir absolute Wertveréinderungen und folglich auch fiir
diskrete Renditen nicht durch den zentralen Grenzwertsatz, der die RW-Hypothese im
strengen Sinne voraussetzt, begriindet werden. Beide Hypothesen stellen aus wahrschein-
lichkeitstheoretischer Sicht zumindest fiir die linke Flanke der Verteilung der Portefeuille-
wertverdinderung keine gute Wahl dar. Insbesondere wird gerade die fiir die Berechnung
des VaR relevante linke Verteilungsperipherie mit der N-Hypothese immanent vernachlés-
sigt.

?9Es existieren auch schwichere Definitionen des White-Noise-Prozeies. Vgl. z.B. Fahrmeir/Kaufmann/
Ost [21], S. 214 und Priestley [53], S. 114. Bei angenommener Unabhingigkeit der WN-Zuwiéichse (vgl.
Schlittgen /Streitberg [60], S. 92) geht man zusétzlich davon aus, dafl diese gleichfalls unabhéngig von den
bis zum jeweiligen Zeitpunkt realisierten Wertprozefien sind, formal: P (AV; <z | Zy—n) = P(AV; < x)
(n=0,1,..., Vtez).

$0Vel. Fisz [24], S. 234f.

#Tn der Literatur werden oft drei Formen des Random-Walks unterschieden (vgl. z.B. Campbell/Lo/
MacKinlay [12], S. 31ff). Der strenge Random-Walk entspricht dann dem sogenannten Random- Walk-1.
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3.3.3 Normalverteilungshypothese beziiglich bedingter Logrenditen

32 g0 resultieren

Geht man von multivariat lognormalverteilten Portefeuillewerten V; aus,
daraus multivariat normalverteilte Logwerte log V; und somit multivariat normalverteilte
Logrenditen R;. Die N-Hypothese fiir bedingte Logrenditen R; | Z; steht also zumindest

im Einklang mit der finanzwirtschaftlichen Verlustgrenze.??

Bekanntlich besitzen empirische Verteilungen von Finanzzeitreihen eine leptokurtische
Form, d.h. sie weisen eine schmale Wolbung und insbesondere Fat Tails auf.?* Viele
Autoren nahmen diese Erkenntnis zum AnlaB, alternative Verteilungshypothesen fiir Log-
renditen zu entwickeln. Beispielhaft sei in diesem Zusammenhang auf einen Aufsatz von
EBERLEIN und KELLER verwiesen.>® Die genannten Autoren konnten die N-Hypothese
fiir Logrenditen empirisch auf einem Signifikanzniveau von 1% widerlegen.?¢ Dazu muf
allerdings angemerkt werden, dafl das verwendete statistische Instrumentarium per se un-
abhéngige und identisch verteilte Logrenditen verlangt. Sind diese Voraussetzungen jedoch
nicht erfiillt, so kann die durch eine Stichprobe ermittelte empirische Logrenditeverteilung
(und mithin die theoretische Randverteilung der Logrenditen) durchaus leptokurtisch sein,
obwohl die bedingten Logrenditen tatsichlich normalverteilt sind.?” Dies ist etwa bei An-
nahme eines ARCH(m)-Verlaufs der Logrenditen der Fall:*8

mt:Ct' O‘U+Zai'm%_i7 CtNN(()?l)v
i=1

wobei fiir die ARCH-Parameter g > 0, o > 0 (i =1,2,...,m) gilt.> EBERLEIN
und KELLER attestieren den Logrenditen sowie den quadrierten Logrenditen von Akti-
en generell eine vernachliBigbar kleine empirische Autokorrelation.* Bei Aktienindizes
und Wechselkursen stellen diverse andere Autoren fiir die quadrierten Logrenditen je-
doch durchaus signifikant hohe Autokorrelationen fest, wihrend die empirisch beobachte-
te lineare Abhiingigkeit der Logrenditen tatsiichlich vernachliaBigbar klein ist.*! Dariiber
hinaus lassen sich in logarithmierten Finanzzeitreihen regelmiilig Volatilitétscluster beob-
achten.?? Diese Eigenschaften koénnen gerade durch geeignet adjustierte ARCH-Modelle
wiedergegeben werden.?3

Stellt man die iiber einem langen Zeitintervall [t —n,t] (d.h. n groB) resultierende Log-

32Womit beide konstituierenden Bedingungen fiir WertprozeBe erfiillt sind. Vgl. Abschnitt 3.1, S. 9.

33Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 32.

31Vgl. Eberlein/Keller [14], S. 6ff, Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 4 und McNeil [46], S. 2.

#Vgl. Eberlein/Keller [14].

*Vgl. Eberlein/Keller [14], S. 7.

37Vgl. Bera/Higgins [4], S. 315. Bera/Higgins machen explizit darauf aufmerksam, daf die empirische
Verteilungsfunktion lediglich ein Ausdruck der theoretischen Randverteilung der Logrendite ist.

38Vgl. Bera/Higgins [4], S. 315 und S. 318.

39Zur Definition des ARCH (m)-ProzeBes siche z.B. Bera/Higgins [4], S. 309 und Schlittgen/Streitberg
[60], S. 450. Man setzt aulerdem P (¢, <z | Z:) = P (¢, <z) (VY € IR, V t € Z) voraus. Bel stationéren
ARCH-Zuwiichsen gilt zusétzlich Y-, a; < 1 (vgl. Schlittgen/Streitberg [60], S. 451).

1Vgl. Eberlein/Keller [14], S. 9f.

*1vgl. Bera/Higgins [4], S. 317ff und Schlittgen/Streitberg [60], S. 453. Es empfichlt sich somit, den
Grad der Autokorrelation im Einzelfall selbst nachzupriifen.

42Vgl. Bera/Higgins [4], S. 306f.

13Fine Verallgemeinerung des Engleschen ARCH-Ansatzes ist das GARCH-Modell von Bollerslev, bei
dem bereits realisierte Volatilitidten als zusétzliche Regressoren kiinftiger Volatilitéiten berticksichtigt wer-
den. Vgl. Schlittgen/Streitberg [60], S. 454.
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rendite

log( Y ) — log Vi — log Vi_n
Vin

t—1

i—t—n Ri dar und geht man dabei von einem WN-Prozefl der 3R; aus, so ist

als Summe )
log (Vi/Vien) | Zt—n = Zt_l R; | Zy—y aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes approxi-

i=t—n

mativ normalverteilt.** Wird Gleichung (3.3) mittels
PVi<az|Lip) = P(logVy<logz |Z;n)
t—1
= P> Ri<logz—logVin|Lin|, n=12...,
i=t—n

modifiziert, resultiert daraus

logz — (log Vi—n +np)

P(V}gwlIt_n)ch)< ), n grof,

mit 4 := E (R;) € IR und ¢? := Var (:R;) > 0. Der bedingte Portefeuillewert in einem
fernen Zeitpunkt ist also stets approximativ lognormalverteilt, wenn man von einem stren-
gen Random Walk des LogwertprozeBes ausgeht.*> In diesem Fall kann der Anleger zur
Ermittlung der bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilung einer langfristigen logarithmier-
ten Portefeuillewertverinderung scheinbar unmittelbar auf die N-Hypothese zuriickgrei-
fen. Der zentrale Grenzwertsatz sagt jedoch nichts iiber die Konvergenzgeschwindigkeit
aus. Es ist also unklar, wie lang die Haltedauer sein muf}; damit eine hinreichend gu-
te Approximation durch die Normalverteilung zustande kommt. Fiir die Ermittlung des
VaR ist insbesondere das Konvergenzverhalten der linken Flanke der Logrenditevertei-
lung relevant und es ist zu vermuten, dafl die klassischen Konvergenzsiitze gerade fiir
die Approximation der Verteilungsperipherie unzureichend sind.*6 Konvergenzsiitze der
Extremwerttheorie beschreiben hingegen gezielt das Konvergenzverhalten von extremen
Realisationen. Es liegt somit auf der Hand, zur Ermittlung des VaR auf die Erkenntnisse
der Extremwerttheorie zuriickzugreifen. Auflerdem interessiert sich ein Anleger in der Re-
gel fiir den kurzfristigen VaR einer Finanzanlage.*” In diesem Fall ist von der Anwendung
des zentralen Grenzwertsatzes abzuraten.

no?

3.3.4 Random-Walk-Hypothese beziiglich des Logwertprozefles

Interessant ist auch die Frage, ob die Annahme eines Random-Walks beziiglich des Log-
wertprozefles gerechtfertigt ist oder nicht. Sie wird oft im Zusammenhang mit der soge-
nannten Informationseffizienzhypothese diskutiert:*8

1Die N-Hypothese fiir Logrenditen kann somit - im Gegensatz zum Fall absoluter Wertveréinderungen
- durchaus mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes begriindet werden.

13 Unterstellt man normalverteilte Logrenditen, so erhilt man die geometrische Brownsche Bewegung des
Portefeuillewertes. Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 32 i.V.m. S. 348.

10Bin Beispiel: Nach dem zentralen Grenzwertsatz konvergiert die Binomialverteilung gegen die Normal-
verteilung. Trotzdem kann die linke Flanke der Binomialverteilung prinzipiell nicht vollstéindig durch die
Normalverteilung beschrieben werden, da die Normalverteilung negativen Realisationen stets eine positive
Wahrscheinlichkeit konstatiert. Dieser ,,Approximationsfehler” fillt jedoch erst dann ins Gewicht, wenn
man sein Augenmerk speziell auf die Realisation linker Extremwerte richtet.

17Generell sollte jener Zeithorizont veranschlagt werden, der im #uBersten Falle fiir eine vollstdndige
Liquidation des Portefeuilles benotigt wird. Banken rechnen in der Regel mit dem Overnight-VaR (vgl.
Jorion [36], S. 20). Nach der Basler Eigenkapitalvereinbarung betrigt die maximale Haltedauer 10 Tage
(vgl. Read [55], S. 28 und S. 36).

Vgl Lo/MacKinlay [40], S. 4ff und Steiner/Bruns [64], S. 185.
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FEin Kapitalmarkt ist informationseffizient, wenn die Wertpapierkurse in jedem
Zeitpunkt die jeweils aktuell vorhandenen bewertungsrelevanten Informationen
einer bestimmten Kategorie widerspiegeln. In diesem Fall ist es fiir einen An-
leger unmdaglich, mit Hilfe der Informationen dieser Kategorie ein Portefeuille
zu konstruieren, dessen erwartete Rendite tiber dem marktiblichen risikodqui-
valenten Zinssatz liegt.*

Das typische Argument von Befiirwortern der RW-Hypothese lautet in etwa: ,,Wire der
néichste Kurszuwachs abhéngig von zeitlich vorgelagerten Kurszuwiichsen, so konnte ja
jeder Anleger aus diesem Wissen einen iiber dem marktiiblichen Satz liegenden Profit
erzielen. Dies wiirde auf einem informationseffizienten Markt jedoch zur sofortigen Ver-
nichtung der iiberprofitablen Gelegenheit fithren. Die Kurse miissen also zwangslaufig
einem Random Walk folgen.”.’Y Diese Argumentationsweise beruht jedoch auf einem lo-
gischen Fehlschluf3, denn aus der Negation der RW-Hypothese folgt nicht notwendig die
Vorhersagbarkeit von Kurszuwichsen im Sinne der Erzielung iiberprofitabler erwarteter
Kursgewinne. Damit folgt aus der Informationseffizienzhypothese, m.a.W. der Abstinenz
iiberprofitabler erwarteter Kursgewinne, noch lange kein Random Walk. Dies wird beson-
ders deutlich, wenn fiir die Logrenditen z.B. einen ARCH(1)-Prozefl angenommen wird.
In diesem Fall sind der bedingte Erwartungswert

E(%t’l't) = E<Ct CU[)+C¥1'£R?_1’It>:E(Ct’l—t)'\/ao—i‘al'%?_l
— B(¢)-yJao+ar- R, =0

und die bedingte Varianz
Var (R | Zy) = Var (Ct “AJag+aq - RE | It> =F (C? (ag + a1 ~‘ﬁ?,1) ] It)

= E(G1T) (ao+ar-Ry) =E(G) - (a0 + a1 - R )
= ao+a1- 9%?,1.
Vorhersagbarkeit ist hiermit offenbar nicht gegeben; der Anleger kann bestenfalls das

akute Risiko der entsprechenden Finanzanlage bei Kenntnis der ARCH-Parameter auf der
Grundlage der zuvor realisierten Logrendite quantifizieren.

Die Informationseffizienzhypothese ist weder notwendig noch hinreichend fiir die RW-
Hypothese, wie Lo und MACKINLEY feststellen.”! Bei der Verkniipfung beider Hypothe-
sen ist somit duBerste Vorsicht geboten.??

3.4 Wann ist Information irrelevant?

Im allgemeinen benétigt ein Anleger somit die Information Z;, um die bedingte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von R; zu quantifizieren. Nur im Fall

(35) Fmtﬂ—t (.T) ::P(%t <z ’It) :P(%t S.T) = Fg)t{t (.T), VeelR VteZ

Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 20f.

3Finen durchaus amiisanten Einblick in das ,typische Streitgespréich” zwischen Gegnern und Befiirwor-
tern der RW-Hypothese verschaffen Lo und MACKINLAY in [40] auf S. 4.

"1Vgl. Lo/MacKinlay [40], S. 5.

»2Zur Kritik an der Random-Walk-Hypothese fiir Logrenditen vgl. BErA/HIGGINS [4] und Lo/MAc-
KINLAY [40] i.V.m. den Ausfiihrungen auf S. 15.
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benotigt der Anleger keine Information iiber den zuriickliegenden Preisverlauf, die Logren-
diten sind voneinander unabhingig:

Satz 3.4.1 Wenn PR, <z |Z;) = PR <xz), dann P (R <z | Ri—1,Ri—2,...) =
P (R <z). O

Beweisskizze: Aus jeder realisierten Logwertzeitreihe log vs,log v¢_1, ... resultiert in ein-
deutiger Weise eine bestimmte Logrenditezeitreihe t;_1,t:_o,.... Umgekehrt kann der

Anleger aus einer realisierten Logrenditezeitreihe jedoch nicht eindeutig auf den zugrun-
deliegenden Logwertverlauf schlieflen, d.h. alle Elementarereignisse aus Z; sind echte Teil-
mengen eines Elementarereignisses aus o (Ri—1,Ri—2,...). FEin Logrenditeereignis aus
o (Ri—1,Ri—2,...) kann jedoch vollstéindig durch die Vereinigung bestimmter Logwerter-
eignisse aus Z; konstruiert werden, insbesondere wird also keine weitere Information aus
Zs (s > t) benotigt. Aus der o-Additivitdtseigenschaft von Z; folgt somit

o (mt_l,mt_g, .. ) C 1;.

Die Betrachtung der realisierten Logwertzeitreihe zum Zeitpunkt ¢ fithrt also zu einer
echten Verbesserung der durch die realisierten Logrenditen zum Zeitpunkt ¢ gegebenen
Information. Aus der Voraussetzung

PR <z n I):/P(%tgx) iP, VIeT;
I

folgt dann aber erst recht

PO <z n AI):/P(%tgx) dP,  VAIco (R, Res...)C T
AT

was zu beweisen war. |

Aus der Unabhingigkeit im Sinne von (3.5) resultiert also stets die Unabhiingigkeit der
Logrenditen. Dariiber hinaus kann ein Anleger bei Stationaritéit der logarithmierten Wert-
verinderungen, d.h. im Falle

Fmt(l')ZFm(l‘), VteZ,

zur Ermittlung der bedingten Verteilung der Logrendite auf die ,allgemeine”, d.h. zei-
tinvariante Randverteilung Fiz der Logrendite zuriickgreifen. Im nichsten Kapitel wird
gezeigt, dafl der VaR im Falle eines strengen Random Walks des Logwertprozefles als von
Zeitpunkt und Informationsstand unabhéngiges Portefeuillerisikomafl interpretiert werden
kann. Es bleibt also festzuhalten:

Sind die Logrenditen vom zuriickliegenden Wertverlauf unabhdngig und dar-
tber hinaus stationdr, so kann ein Anleger zur Ermittlung der bedingten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Logrendite unmittelbar auf deren allgemeine Rand-
verteilung zuriickgreifen bzw. diese mit Hilfe statistischer Inferenz schitzen.”

>3 Unabhiingigkeit und Stationaritiit der Stichprobenvariablen sind grundlegende Voraussetzungen stati-
stischer Inferenz. Vgl. z.B. Schlittgen [59], S. 144ff.



Kapitel 4

Portefeuillerisikomaifle

Fiir die folgenden Ausfithrungen seien stationéire (Log-)Renditen angenommen, d.h. es
gilt FRt = FR bzw. Fg)t{t = Fm.

4.1 Value-at-Risk

4.1.1 Bedingter Value-at-Risk

Die durch Z; bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Portefeuillewertverdanderung AV,
wird als bedingte Profit-Loss-(P&L-) Verteilung bezeichnet. Es empfiehlt sich jedoch, das
Portefeuillerisiko im ersten Schritt anhand der relativen Wertveréinderung darzustellen,
indem man die Rendite heranzieht.!

Definition 4.1.1 (Bedingter Return-at-Risk) Sei Fg, 7, streng monoton auf IR. Der
bedingte Return-at-Risk (CRaR) eines Portefeuilles zum Zeitpunkt t ist das negativierte
p-Quantil der Verteilung der durch I, bedingten Portefeuillerendite:

CRaR,, (t) :== —Fp, 7, (0) = F gz, 1=p) =F_p,7, (), 0<p<l

0

Es ist zu beachten, dafl man sich zur Ermittlung des CRaR auf die Verteilung F_p, |z,
konzentrieren kann, womit statt der linken Flanke die rechte Flanke zum Corpus delicti
erklart wird. Im zweiten Schritt folgt nun die Definition des bedingten VaR.

Definition 4.1.2 (Bedingter Value-at-Risk) Der bedingte Value-at-Risk (CVaR) ei-
nes Portefeuilles zum Zeitpunkt t ist das negativierte p-Quantil der Verteilung der durch
1; bedingten Portefeuillewertverdnderung:

CVaR, (t) := V; - CRaR, (t), 0<p<l.

0

'Die Quantifizierung des Risikos kann damit unabhiingig vom Anlagevolumen erfolgen. Der Renditean-
satz ist grundlegend fiir die gesamte Portfoliotheorie (vgl. z.B. Markowitz [43] S. 6).

19
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- fAV(t)|I(t)(X)

i -CVaR,(t) O

Abb. 1: Bedingte P&L-Verteilung und bedingter Value-at-Risk.

Der CVaR ist also der Verlustbetrag, der mit Wahrscheinlichkeit p nach Ablauf des Zeitin-
tervalls [t,t + 1] {iberschritten wird,2 wenn man den bis ¢ realisierten Wertverlauf bertick-

sichtigt. Quantifiziert wird somit das akute Risiko des Portefeuilles. Im folgenden wird p
als Shortfall- Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Exkurs. Die Ermittlung des bedingten VaR fillt nicht in die Doméne der Extremwert-
theorie, wenn der Wertentwicklung auf den Finanzmérkten ein ARCH- oder noch allge-
meiner ein GARCH-Prozef3 unterstellt wird. Dies folgt aus der Tatsache, dafl die bedingte
Logrendite bei Zugrundelegung eines GARCH-Modells normalverteilt ist. Die Ermittlung
des bedingten VaR beschriinkt sich sodann auf die Schitzung der GARCH-Parameter.?
Hierbei soll von fortgeschrittenen GARCH-Ansiitzen, die fiir die bedingte Logrendite al-
ternative Verteilungsmodelle und damit insbesondere Fat Tails zulassen, einmal abgesehen
werden.? O

Man geht ferner davon aus, dafl die Portefeuillezusammensetzung wihrend des betrach-
teten Zeitraums konstant bleibt. Der CVaR ist also ein statisches Risikoma8.> Hinzu
kommt, dafl der CVaR laut Definition 4.1.2 eine Zufallsvariable ist, die erst zum Zeit-
punkt ¢ realisiert wird.

Unter der Bedingung, daf§ der CVaR nach Ablauf des Zeitraums [t,t 4 1] iiberschritten
wird, spiegelt dieser lediglich den minimalen Wertverlust, d.h. die ,giinstigste” Situation
im Falle seines Durchbruchs, wider. Das eigentliche Verlustpotential bei Eintritt des Ka-
tastrophenszenarios - der sogenannte Shortfall-Risk - wird durch den CVaR jedoch nicht
erklért.

4.1.2 Unbedingter Value-at-Risk

Mit dem obigen Ansatz wird also versucht, das akute Risiko unter Beriicksichtigung des
bisherigen Wertverlaufs zu quantifizieren. Interessiert sich ein Anleger jedoch fiir das chro-

*Wihlt man als Zeiteinheit einen Handelstag, so bezieht sich der VaR also auf einen moglichen Wert-
verlust am néchsten Handelstag.

3Vgl. McNeil [46], S. 2. Zur methodischen Vorgehensweise siche etwa Barone-Adesi/Giannopoulos [2].

*Vgl. z.B. Bera/Higgins [4], S. 335, Bollerslev/Chou/Kroner [8], S. 10ff, S. 23f und S. 39f sowie McNeil
46], S. 2 i.V.m. S. 10.

5 Andernfalls miite man neben der Ungewifiheit iiber den kiinftigen Portefeuillewert zusétzlich die
Ungewiflheit kiinftiger Investitionsentscheidungen operationalisieren.
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nische Risiko des Portefeuilles, d.h. méchte er wissen, welcher Verlustbetrag durchschnitt-
lich in jedem p~!-ten Zeitpunkt iiberschritten wird, so fragt er nach dem unbedingten
VaR.

Definition 4.1.3 (Unbedingter Return-at-Risk) Sei Fr streng monoton auf IR. Der
unbedingte Return-at-Risk (RaR) eines Portefeuilles ist das negativierte p-Quantil der
Verteilung der unbedingten Portefeuillerendite:

RaR, = —Fir () = Fr(1-p) =Fp(p), 0<p<l,
Definition 4.1.4 (Unbedingter Value-at-Risk) Der unbedingte Value-at-Risk (VaR)

eines Portefeuilles ist das megativierte p-Quantil der Verteilung der unbedingten Porte-
feuillewertverinderung eines Portefeuilles mit dem Wert v:5

VaR,, (v) :=v - RaR,, 0<p<l1, v>0.

0

Der unbedingte VaR ist im Gegensatz zum bedingten VaR keine Zufallsvariabe und fiir
die Ermittlung des chronischen Risikos wird der Informationsgehalt des zuriickliegenden
Wertverlaufs nicht benstigt. In praxi wird man fiir v gerade den aktuellen Portefeuillewert
einsetzen, um eine dkonomisch plausible Erklirung fiir das vorliegende chronische Porte-
feuillerisiko zu erhalten. Dieser Sachverhalt soll jedoch nicht dariiber hinweg téuschen,
dafl der Informationsgehalt des VaR lediglich mit dem des RaR iibereinstimmt.

Die Uberschreitung des RaR,, kann als p~!-Tage-Shortfall bezeichnet werden, wenn als
Zeiteinheit ein Handelstag gewiihlt wird.” In der Regel wird p < 0.05 gewihlt, damit die
Uberschreitung des RaR,, als ,seltenes Ereignis” aufgefafit werden kann. In der herkomm-
lichen VaR-Theorie, d.h. bei der parametrischen und nonparametrischen Ermittlung des
VaR,® sollen andererseits lediglich ,,normale” Crash-Situationen abgebildet werden.” Da-
bei wird maximal ein 100-Tage-Shortfall betrachtet, so dafl zusétzlich p > 0.01 vereinbart
wird.!® Bei Anwendung der Methoden der Extremwerttheorie werden allerdings die - im
Vergleich zu den herkémmlichen Methoden - besten Ergebnisse fiir p < 0.001 erzielt, also
bei der Quantifizierung extremer Risikoszenarien.!!

4.1.3 Logreturn-at-Risk

Motiviert durch die Abschnitte 3.3.3 und 3.3.4 kann man nun den bedingten und den
unbedingten Logreturn-at-Risk definieren.

SDer VaR ist nicht einheitlich definiert. Einige Autoren weisen den VaR negativ aus: v- F5y (p) (vgl.
z.B. Read [56], S. 12). Andere Autoren definieren den VaR wiederum als Abweichung vom erwarteten
Portefeuillepreis: v (E (R:) — Fr (p)) = v (RaRp +E (Ry)) (vgl. z.B. Jorion [36], S. 87).

7Vgl. Bassi/Embrechts/Kafetzaki [3}7 S. 111. Z.B. tritt die Uberschreitung des RaRo,001 im Durch-
schnitt alle vier (Handels-)Jahre ein.

®Die unterschiedlichen Ermittlungsansitze werden in Kapitel 6 thematisiert.

9Vgl. Read [56], S. 16.

""Der Basler Ausschu8 fiir Bankenaufsicht gibt ein Konfidenzniveau von p = 0.01 vor. Vgl. Jorion [36],
S. 50 und Read [55], S. 28.
"Eine ausfiihrliche Studie verschiedener VaR-Ermittlungsmethoden wird in Kapitel 11 prisentiert.
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Definition 4.1.5 (Bedingter Logreturn-at-Risk) Sei Fy,z, streng monoton auf IR.
Der bedingte Logreturn-at-Risk (CLogRaR) eines Portefeuilles zum Zeitpunkt t ist der
bedingte Return-at-Risk, bezogen auf die Logrendite:

CLogRaR,, (t) = —Fy, 17, (0) = F g7, (1 = p) = F_gz, 7, (0) 0<p<l
Definition 4.1.6 (Unbedingter Logreturn-at-Risk) Sei Fix streng monoton auf IR.

Der unbedingte Logreturn-at-Risk (LogRaR) eines Portefeuilles ist der unbedingte Return-
at-Risk, bezogen auf die Logrendite:

LogRaR, = —Fy (p) =F»(1-p)=F x(»), 0<p<l
O
Der CLogRaR,, (t) und der LogRaR,, sind im Falle unabhéngiger Logrenditen identisch,
da die Information Z; unter dieser Voraussetzung irrelevant ist.!?
Satz 4.1.7 Es gilt
CRaR,, (t) = 1 — exp (— CLogRaR,, (1))
bzw.
RaR, =1 —exp (— LogRaRp) .
O
Der konventionelle (C)RaR resultiert also aus einer einfachen Transformation des (C)Log-
RaR.
Beweis: Aus der Definition des bedingten LogRaR resultiert

1—p = F_g,z, (LogRaR, (t)) = P (=R, < LogRaR, (t) | Z;)
Vi
= P (log ( 31> > —LogRaR,, (t) | It>

t

= P (Ry>exp(— LogRaR,, (1) —1|L)
P (—R; <1 —exp (—LogRaR, (1)) | ;)
= F_p,z, (1 —exp(—LogRaR, (1)) .

Mit 1 — exp (— LogRaR,, (t)) erhélt man also das (1 — p)-Quantil der Verteilung von
—Ry | Zy, m.a.W. den bedingten RaR des Portefeuilles. Der Beweis fiir den unbeding-
ten RaR erfolgt analog und sei dem Leser iiberlassen. |

Fiir den bedingten VaR gilt somit

(4.1) CVaR,, (t) = V; (1 — exp (— CLogRaR, (1)),
wihrend der unbedingte VaR aus

(4.2) VaR,, (v) = v (1 — exp (— LogRaR,)))
resultiert.

Der CVaR,, (t) ergibt sich bei Unabhéingigkeit der Logrenditen aus Formel (4.2), indem fiir
v der zum Zeitpunkt ¢ realisierte Portefeuillewert v, eingesetzt wird. Die Unterscheidung
zwischen bedingtem und unbedingtem VaR ist in diesem Falle also redundant.!?

12ygl. Abschnitt 3.4, S. 17f.
3Der gesamten klassischen VaR-Theorie liegt implizit die Unabhéingigkeitsannahme zugrunde, weswegen
eine Unterscheidung zwischen bedingtem und unbedingtem VaR dort tiberhaupt nicht vorgenommen wird.
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4.2 Shortfall-Risk

4.2.1 Bedeutung

Anleger interessieren sich in der Regel nicht nur fiir den Verlustbetrag, der im Falle eines
p~1-Tage-Shortfalls iiberschritten wird, sondern auch fiir den zu erwartenden Wertverlust,
falls das Katastrophenszenario eintritt. Es handelt sich sozusagen um das Risiko ,jenseits
des VaR”. Die Differenz zwischen dem realisierten Wertverlust und dem VaR wird dabei
als Shortfall bezeichnet.!* Unter dem Shortfall-Risk (SR) oder Downside-Risk wird somit
das Risiko der Uberschreitung des VaR verstanden. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Shortfalls wird als Shortfallverteilung iiber dem (C)VaR bezeichnet. Dieses Konzept
besitzt im wesentlichen zwei Vorteile gegeniiber dem urspriinglichen (C)VaR-Konzept:!'®

1. Das Shortfall-Risk-Konzept ermoglicht den Vergleich diverser P&L-Verteilungen.
Der VaR alleine sagt nichts iiber das Risiko jenseits seiner selbst aus. Besitzt eine
P&L-Verteilung etwa einen relativ hohen VaR, jedoch mittelstark ausgepriigte Flan-
ken, so kann der SR unter Umsténden geringer sein, als bei einer P&L-Verteilung
mit einem relativ niedrigen VaR und breiten Flanken.

2. Wihrend der (C)VaR lediglich eine Konfidenzgrenze darstellt, ist der SR ein Er-
wartungswert und eignet sich daher insbesondere fiir die praktische Erlduterung des
Portefeuillerisikos.

In Kapitel 5 wird gezeigt, daf der SR ein verallgemeinertes Aquivalent in der Extremwert-
theorie besitzt, so dafl man zu seiner Ermittlung unmittelbar auf Methoden der Extrem-
werttheorie zuriickgreifen kann.

4.2.2 Definition

Definition 4.2.1 (Bedingter Shortfall-Risk) Der bedingte Shortfall-Risk (CSR) ist der
bei Zugrundelegung der Information I, zu erwartende Wertverlust unter der Bedingung,
daf8 der bedingte VaR tiberschritten wird:

CSR, (t) := E[(~ViR, | —V;R, > CVaR, (1)) | T, 0<p<]1.

Definition 4.2.2 (Unbedingter Shortfall-Risk) Der unbedingte Shortfall-Risk (SR)
ist der Erwartungswert des Wertverlustes unter der Bedingung, daff der unbedingte VaR
tiberschritten wird:

SR, (v) := E(—vR; | —vRy > VaR, (v)), 0<p<l1, v>0.

0

1ygl. Read [56], S. 11f. Monetéire Verluste werden im Rahmen dieser Arbeit jedoch in absoluter Form
wiedergegeben und somit positiv ausgedriickt.

Das im folgenden dargestellte Shortfall-Risk-Konzept basiert auf Anregungen von Paul Embrechts
(ETHZ), der im Frithjahr 1999 einen Vortrag an der Universitdt zu Koln iiber die Methoden der Ex-
tremwerttheorie hielt. Daneben gibt es ein alternatives Shortfall-Risk-Konzept auf der Grundlage der
sogenannten Lower Partial Moments (vgl. z.B. Matthes/Schroder [44], S. 148 und Read [56], S. 12), das
im Rahmen der vorliegenden Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt werden soll.
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An Abschnitt 4.1.3 ankniipfend, resultiert der unbedingte SR mittels

SR, (v) = E(—vR;| —vR: > VaR, (v))
(—vRy | —vR; > v (1 —exp (—LogRaR,)))
(—vR¢ | — R > LogRaR,)
(v(1—exp(—(-%R))) | —NR¢ > LogRaR,) ,
wenn VaR, (v) durch v (1 — exp (— LogRaR,,)) und —R; durch (1 —exp (— (—%;))) sub-
stituiert werden. Damit gilt

+oo
F_g (x) — F_ (LogRaR
SR, (v) = v- / (1—exp(—z)) d == — (Lom}({aR) )
LogRaR,, —% (Loghatty
" F_x (LogRaR,, +y) — F_x (LogRaR,)
_— / (1 —exp (— (LogRaR,, +y))) d T o) .
0 - P

Dabeli ist

F_5 (LogRaR, +y) — F_» (LogRaR ogRaR, —
9%( gFP ) 9%( S p)::FEngRp (y)’ y >0
_» (LogRaR,)

die Verteilung des auf den Logwertprozefl bezogenen Shortfalls Y iiber LogRauRp.16 Somit
gilt

+00
SRy (v) = wv- / (1 —exp (— (LogRaR, +y))) dFE;gRaRpH )

0

+oo
= v-|1- / exp (— (LogRaRp +y)) dl*{f;fRaRPH (y)

0

+oo
= v [1—exp(—LogRaR,) - / exp (—y) dFE;gRaRp_) (y)

0
(4.3) = v(1—exp(—LogRaR,) - E (exp (-Y))) .

Damit ergeben sich folgende grundsétzliche Fragen:

1. Wie wird der LogRaR,, ermittelt?

2. Wie wird die Shortfallverteilung FE;{g Rl ormittelt?

3. Existiert der Erwartungswert von exp (—Y') auf der Grundlage der Shortfallvertei-
lung FE;g Ralt, =y Wenn ja, wie wird dieser berechnet?

"Im folgenden wird der Hinweis auf den Logwertprozef vernachlissigt, sofern dieser Sachverhalt klar
aus dem Kontext hervorgeht.
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Geht man davon aus, dal der LogRaR und die Shortfallverteilung weder nonparametrisch
noch parametrisch geschiitzt werden sollen, lassen sich diese Fragen lediglich mit Hilfe der
Extremwerttheorie beantworten.!” Bei Anwendung nonparametrischer, d.h. verteilungs-
freier Verfahren, wiirde man die gesuchten Groflen einfach empirisch ermitteln, wihrend
man im Rahmen eines parametrischen Modells sowohl alle Quantile als auch alle vorhan-
denen Erwartungswerte entweder analytisch oder numerisch bestimmen kénnte.

Man kann versuchen, den Erwartungswert

+0oo
E (exp (-Y)) = / exp (—y) dFSER ™ ()
0

analytisch zu berechnen: Bekanntlich wird die Funktion

+oo
My () = B (exp (Xt)) = / exp (xt) dFy ()

—00

als Momenterzeugende Funktion bezeichnet.'® Nach dem Satz von TAYLOR gilt
exp (xt) = Z T x*.
i=0

Angenommen My existiere in einer e-Umgebung um Null.!? Es 18t sich zeigen,?’ daf in
diesem Fall

MX(t):/ZEmZdFX(x):ZE-/xldFX(x):Zi—'-E(XZ).
o =0 i=0 g i=0

Insbesondere sind dann alle Momente (X Z) endlich definiert. Bezogen auf den Shortfall

Y erhélt man somit

(=1
1!

(4.4) E (exp(=Y)) = My (-1) = 3 LE (YY),

=0

womit die Berechnung von E (exp (—Y')) moglich ist, sofern alle Momente der Shortfallver-
teilung endlich sind. Im nichsten Kapitel wird jedoch gezeigt, dafl zumindest die empirisch
nachgewiesene Randverteilung von Logrenditen nicht alle Momente der Shortfallverteilung
zuléft. Damit ist Gleichung (4.4) nicht applikabel. Ein alternativer Losungsweg wird da-
her in Kapitel 8 vorgestellt.

'"Die benstigte theoretische Basis wird im niichsten Kapitel gelegt.

18ygl. Billingsley [5], S. 285.

YManche Autoren setzen die Existenz innerhalb einer e-Umgebung um Null bereits bei der Definition
der Momenterzeugenden Funktion voraus (z.B. Schlittgen [59], S. 71).

*'Vgl. Billingsley [5], S. 285 i.V.m. 214 und Schlittgen [59], S. 72.



Kapitel 5

Grundlagen der
Extremwerttheorie

5.1 Konvergenz des Stichprobenmaximums

Im folgenden wird eine einfache Zufallsstichprobe X, X5, ... , X, angenommen und F' :=
Fx, gesetzt. Im Zentrum der Extremwerttheorie steht das Konvergenzverhalten des Stich-
probenmaximums M, := max {X1, Xa,..., Xp}.

Satz 5.1.1 (Satz von Fisher-Tippett) Wenn zwei reelle Folgen a, > 0 und b, € IR
mit

Mn* n
P<—b§:r) :F"(anx+bn)i>H(:r)

an

existieren, wobei H eine nicht-degenerierte Verteilungsfunktion ist, dann existieren zwei
Parameter i € IR und o > 0, so daf '

H(x)ZHg(x_M>= eXp(““'w_;ﬁ) §>’ E0 o,
’ exp (—exp (~554)). =0

mit dem Triger

0

Beweisskizze: Der vollstéindige Beweis kann z.B. bei Resnick [58] nachgelesen werden. Im
folgenden soll lediglich eine Beweisskizze die Grundidee der Beweisfiihrung wiedergeben.?

'Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 121 i.V.m. S. 152.
*Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 122.

26
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Laut Voraussetzung gilt

F[tn] (Cnl' + dn) = (F (Cnl' + dn))[tn}

[t

n)
= (F"(cpwr +dy)) » — H'(x), n— oo, Vt>0, VzelR,

wobei FI" (¢,x + d,,) die Verteilungsfunktion des standardisierten Stichprobenmaximums
(M[m] — dn) /cn ist. Auflerdem gilt ebenfalls laut Voraussetzung

F" (e + djgm) — H (z), n— o0, Vt>0,VazelR.

Fltn] (c[m};v + d[m}) ist die Verteilungsfunktion des standardisierten Stichprobenmaximums
(Mitn] = ditn)) /i)

Allgemein folgt aus (A, — ay) /by <4 Aund (A, —al,) /Y, Ly (bp, b, > 0) die Existenz
von zwei reellen Zahlen o € IR und § > 0 mit den Eigenschaften

Y

nop, o

b, bl

n

— Q, n — 00

und es gilt A’ 2 o + BAS

Bezogen auf die beiden Zufallsvariablen (M [tn] — dn) /¢, und (M [tn] — d[tn]) /Cjen) folgt dar-
aus die Existenz von zwei reellen Funktionen 6 () € IR und «y (t) > 0 mit den Eigenschaften

dn —d n

C—n—vyt), —[t]ﬁé(t), n—o0, Vt>0

Cltn] Cltn]
und

—6()

5.1 Hm:Ht(x—>, VazeR.
(5.1 (@) —
Aus (5.1) folgt fiir alle s,t >0
(5.2) v (st) =7 (s)-v(t), 6(st)=~(t)-6(s)+6(t).
Das Gleichungssystem (5.1) und (5.2) determiniert nun auf eindeutige Weise die in Satz
5.1.1 dargelegte Grenzverteilung He (#=£). [ |

He (x—;’i) wird als werallgemeinerte Extremwertverteilung® bezeichnet und man sagt ,F
befindet sich im Mazimum-Anziehungsbereich® der Extremwertverteilung He (w—;ﬁ)”, for-

mal:
F € MDA (Hg (x_“)) .
g

Existieren zwei Folgen a, und b, laut Satz 5.1.1, so existieren auch zwei Folgen ¢, =
oay > 0 und d, = pa, + b, € IR. Damit gilt

Cn

oan Ol

M, — b,
= P(a—§0:r+u> i>H(c7:1:+u)zHg(ac).

3Dieser Satz wird als Convergence-to-Types- Theorem bezeichnet. Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mi-
kosch [16], S. 554.

‘Engl.: Generalized Extreme Value Distribution (GEV).

*Engl.: Maximum Domain of Attraction (MDA).
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Aus diesem Grund kann man auf die explizite Angabe von Lage- und Skalenparameter
verzichten und lediglich F' € MDA (H¢ (x)) oder kurz

F € MDA (H)

schreiben. Fiir die weiteren Uberlegungen ist das folgende Lemma hilfreich.

Lemma 5.1.2 Fiir beliebige piy, 19 € IR, 01,02 > 0 gilt

F € MDA <H§ (‘”“1» & FecMDA <H§ (‘”“2» .
o1 02

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl

F € MDA (H£ <M>> — FeMDA (H£ <M>> .
o1 g2

Man konstruiere die Folgen ¢, = % -anp > 0und d,, = ((,ul — g - %) an + bn> € IR.
Damit gilt
p<Mn_dn§x> _ P<M”_b”§01 <M>+Ml>
Cn an o9

() em) = ().
092 02

was zu beweisen war. [ ]

¢ bestimmt die Gestalt der Extremwertverteilung und wird daher als Gestaltparameter®
bezeichnet, wihrend p und o Lage- bzw. Skalenparameter im iiblichen Sinne sind. Die
Verteilungsfunktion Hg (z) reprisentiert also den Standardfall = 0 und o = 1.7 Weiter-
hin wird das Reziprok 1/¢ als Flankenindex® oder als Extremwertindez® bezeichnet.!”

Es werden grundsitzlich drei Fille unterschieden:!!

£E>0 Fréchet-Fall,
£E=0 Gumbel-Fall,
£<0 Weibull-Fall.

SEngl.: Shape Parameter.

"Vgl. Bassi/Embrechts/Kafetzaki [3], S. 123.
8Engl.: Tail Index.

9Engl.: Extremal Value Index.

10V gl. McNeil/Saladin [48], S. 5.

1Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 152.
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5.2 Konvergenz der Exzef3verteilung
Definition 5.2.1 (Exzef3verteilung) Fir ein fivzes v < zp :=sup{x € R: F(z) <1}
< 0o 12 st

Pv<X <wv+y)
P(X >v)

FU_)(y) ::FX—U|X>v(y):P(X_USy‘X>1)):

die Exzefverteilung der Zufallsvariablen X (bzw. der Verteilungsfunktion F') ber der
Schwelle'3 v.14 O

Die ExzeBverteilung!® beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Differenz X — v
unter der Bedingung, dafl X iiberhaupt ein Exzedent von v ist. Genau dann wird X — v
als Exzef$ bezeichnet und mit

Y=X—-v|X>v

symbolisiert.'0

Definition 5.2.2 (Verallgemeinerte Pareto-Verteilung) Die Verteilungsfunktion

1
_ _ CEITHNTE
7 l-ep(-34),  ¢=0
mit dem Triger
DEPD . T =, §>0
e\ pse<p-g,  £<0

wird als verallgemeinerte Pareto-Verteilung'” bezeichnet.'®

Satz 5.2.3 (Satz von Pickands-Balkema-de-Haan) F' € MDA (Hg) ist genau dann
erfillt, wenn eine positive Lebesque-mefsbare Funktion o mit

a2t

existiert.!? O

122 ist also der rechte Endpunkt von F. Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 114 und
McNeil/Saladin [48], S. 3.

"3Engl.: Threshold.

'4Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 160, Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 5 und Mec-
Neil/Saladin [48], S. 3.

5Engl.: Excess Distribution Function.

16ygl. Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 5.

"Engl.: Generalized Pareto Distribution (GPD).

18y gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 162.

19¥gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 165 und McNeil/Saladin [48], S. 3.

(5.3) lim  sup

vlzp 0<y<xp—v
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Beweisskizze: Auch hier soll lediglich eine Beweisskizze angebracht werden. Den voll-
stindigen Beweis entnehme man z.B. de Haan [28].

Es kann gezeigt werden, dafl aus F' € MDA (H¢) die Existenz einer positiven Lebesgue-
meflbaren Funktion o mit

(5.4) lim F(U (v) -z +v) _ { (1 —i—f;v)_%, E40

— , V z e DEPP
vlzp F (v £0.1

folgt.?’ Da

Fo(w)-z+v) X —v
o (w

ist die Konvergenzaussage (5.4) gleichbedeutend mit

_1
(I+&x) ¢, &£#0
exp (7‘@) ) §=0 7
Wird o (v) -  durch y substituiert, so resultiert fiir £ # 0

>3:|X>v> =F (o(v)-x),

Ve DT
vixp )Y,

lim F (o(v)-z)= {

1
. y o\ & GPD
7}%5} o (y) — (1 +¢- m) =0,  VyeDgg,w
und fiir £ =0
. —v— Yy o GPD
i [P w-en(5t5) -0 vvertin,

Allgemein gilt also

lim
vixp

TV - y . v— y
F (y)_G§ (U(U))':vl%g;l: F (y)_Gf <U(v)>’:07 VyengG,éJ,aD(v)‘

Da die verallgemeinerte Pareto-Verteilung absolut stetig ist, folgt daraus unmittelbar?!

w6 ()| =0

was zu beweisen war. [ ]

lim sup
vizF 0<y<zp—v

Die Exzefiverteilung FV— konvergiert somit gegen die verallgemeinerte Pareto-Verteilung,
wenn die Schwelle v gegen den rechten Endpunkt der Verteilung strebt und dabei der
Skalenparameter o in geeigneter Weise adjustiert wird.?? Praktisch gesehen liBt sich somit
die Exzeflverteilung FV~ ab einer hinreichend hohen Schwelle v mit Hilfe eines geeigneten
Skalenwerts o (u) gut durch G¢ (y/o (u)) approximieren:

uU— y
. F ~ Gy | —— 0< — oB3.
(5 5) (y) 5( (u)> , <y<zTp—u, ugr

20ygl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 159. Der Beweis ist recht anspruchsvoll. Man benotigt
dabei bestimmte mathematische Methoden, die erst in den nachfolgenden Abschnitten erldutert werden.

21Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 552.

22Gtreng genommen handelt es sich jedoch nicht um eine schwache Konvergenz, denn die Grenzvertei-
lung Ge (y/o (v)) in Formel (5.3) ist im Gegensatz zur Definition der schwachen Konvergenz (vgl. z.B.
Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 551f) nicht fix, sondern héngt vielmehr von v ab.
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5.3 ExzeBmittelwertfunktion

5.3.1 Definition und Bedeutung
Definition 5.3.1 (Exzef3mittelwertfunktion) Die Funktion
Ew)y=E(X—-v|X>v), v < TR

wird als ExzePmittelwertfunktion > (EMF) von X (bzw. von F) bezeichnet.** O

& ordnet somit jeder Schwelle v den entsprechenden Exzefimittelwert zu. Man spricht
deswegen auch vom FEzzefimittelwert tiber der Schwelle v. Dabei gilt

—+00 “+o00

E(v) = /(;zv) dP(Xg:zX>v)=/(f”“) d%
=, e
>0 - / v (nyzv) W / y dF" (y).
0 —0o0

Zur Ermittlung des Exzefimittelwerts kann man also unmittelbar auf die Exzefiverteilung
FV7™ zuriickgreifen.

Das Grenzverhalten der EMF kann zu der folgenden Klassifikation von Verteilungsfamilien
herangezogen werden:?

E(W) > 00, v—ap =00 heavy- /fat- /long-tailed
(z.B. Pareto-, Burr-, Loggamma-,
Cauchy- und t-Verteilung),

E(w)—r>0, %ﬂ —0,v—zp <00 light- /thin- /medium-tailed
(z.B. Normal-, Exponential-, Gamma-
und Lognormalverteilung),

EW)—0, v—ap <00 light- /thin- /short-tailed
(z.B. Rechteck- und Betaverteilung).

Verteilungen mit stark ausgepriigten rechten Flanken weisen also einen Exzefimittelwert
auf, der mit fortschreitender Schwelle iiber alle Grenzen steigt, d.h. das Zentrum der Ex-
zefiverteilung verlagert sich bildlich gesprochen immer weiter nach rechts. Fiir breitflankige
Verteilungen gilt insbesondere zp = 00.26

Verteilungen, deren rechte Flanken nur schwach ausgepréigt sind, weisen hingegen einen
Exzefmittelwert auf, der mit fortschreitender Schwelle gegen Null strebt, denn alle Ver-
teilungen dieser Kategorie besitzen einen endlichen rechten Endpunkt xp.2”

23 Engl.: Mean Excess Function.

2V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 160 und 294 sowie Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19],
S. 3.

?Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 138, Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 3f i.V.m.
McNeil [46], S. 6 und McNeil/Saladin [48], S. 4f.

26y gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 131.

?7Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 134.
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Der Exzefimittelwert von Verteilungen mit mittelstark ausgepréigten rechten Flanken strebt
gegen eine nichtnegative Konstante.?® Dabei kann der rechte Endpunkt xr endlich sein
und der ExzeBmittelwert gegen Null konvergieren.?? Im Gegensatz zum Fall schmaler Flan-
ken konvergiert er dann jedoch asymptotisch gegen Null, denn d€ (v) /dv — 0, v — 2.3

Exkurs. In Verbindung mit breiten Flanken tritt oft der Begriff der Leptokurtosis auf.
Eine Verteilung ist leptokurtisch, d.h. sie besitzt eine schmale/spitze Wolbung®! in der
Umgebung des Mittelwerts, wenn ihre Kurtosis

B((X - ')

(E(0 )

den Wert 3 iibersteigt. In diesem Fall ist ihre Wolbung schmaler als die einer Normal-
verteilung.?? Leptokurtische Verteilungen zeichnen sich in der Regel nicht nur dadurch
aus, da sie im Vergleich zur Normalverteilung mehr Wahrscheinlichkeitsmasse in der
unmittelbaren Umgebung des Lagezentrums besitzen, sondern daf} die Flanken dieser Ver-
teilungen dariiber hinaus iibermiiflig stark ausgeprigt sind.?> Deswegen wird der Begriff
Leptokurtosis oft benutzt, um insbesondere Fat Tails zu umschreiben.?* Aber nicht jede
leptokurtische Verteilung ist zugleich fat-tailed im Sinne der Extremwerttheorie.

v =

Leider ist die Kurtosis einer Verteilung nicht immer endlich definiert. Dariiber hinaus
konnen sich bei der praktischen Ermittlung der Kurtosis Schwierigkeiten ergeben, denn
der entsprechende Schitzer

reagiert sehr sensibel auf Ausreifier.?® Aus diesem Grunde sind WolbungsmaBe, die auf
Quantilen basieren, etwas aussagekriiftiger:3

F~ (py) = F (p1)
F—=(p3) — F~ (p2)’

(5.7) v =
mit
O<pr<pa< 05 <p3s<pg<l,

’pg — O5| = |p3 — 05’ y
p1 — 0.5] pa — 0.5].

O

Z8Der Spezialfall, in dem der Exzefmittelwert selbst konstant ist (z.B. bei der Exponentialverteilung),
wird also implizit beriicksichtigt.

29V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 138.

30V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 142f.

31Griech.: ,Lepto” = schmal, ,Kurtosis” = Wolbung,.

32ygl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 407. Leptokurtische Verteilungen besitzen also einen
positiven Exzefl v — 3 (nicht zu verwechseln mit den Exzeflen iiber einer bestimmten Schwelle).

#3Vgl. Eberlein/Keller [14], S. 6.

31Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 407.

#Vgl. Schmid/Trede [62], S. 24.

36V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 407 und Schmid/Trede [62], S. 24.
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5.3.2 Beziehung zwischen der EMF und dem MDA

Proposition 5.3.2 Sei X verallgemeinert Pareto-verteilt mit den Parametern§ <1, =
0 und o > 0. Dann gilt>"

g

O
Beweis: Siehe die Beweisfithrung zu Satz 9.4.1. |

Satz 5.3.3 Sei X werallgemeinert Pareto-verteilt mit den Parametern £ < 1, p =0 und
o > 0. Fiir die EMF von X gilt3®

£(v) =

Beweis: Es ist lediglich die Exzefiverteilung iiber der Schwelle v herzuleiten:

_1

P ) = G€<%>—Gs<§):<l<l+€'%ﬂ> -(i-0+ep )

Ge (5) (1+§.§)‘%
(1+6 2)78 — (14g. 2u)7e <1+5.m)—%
_ o - o —1— fUr
(1462 e
(e oaren)t o e\
-1 <1+ Dot —1 (1+1+§.%)

o v N (v
=1 (1+§ £~v+a> _G£<§~v+a>'

Fiir den Fall £ = 0 gilt analog

= UL Se )t BLG )
- S Ry e (D))

Die Exzeflverteilung einer verallgemeinert Pareto-verteilten Zufallsvariablen mit den Pa-
rametern £ < 1, 4 = 0 und o > 0 ist somit wieder eine verallgemeinerte Pareto-Verteilung
mit den Parametern ¢ (Gestalt), p (Lage) und £ - v + o (Skala). In Verbindung mit
Proposition 5.3.2 resultiert daraus unmittelbar Satz 5.3.3. |

Es stellt sich anschlielend die Frage, wie sich der Exzefmittelwert nicht verallgemeinert
Pareto-verteilter Zufallsvariablen entwickelt. Dazu folgende Definition.

#7Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 165.
38Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 165.
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Definition 5.3.4 Die Funktion
(5.8) Eu(V)=E(Y —v|Y >v), v < Tp—u,
mit

Y=X—-u|X>u,

wird als EMF der Exzef$e tiber u bezeichnet. ]

Die EMF der Exzefle iiber u beschreibt also den mittleren Exzef3 der Exzedenten von w
iiber v.

Satz 5.3.5 Es gilt

Eu(v) =& (u+v), u<zp, v<Ip—u.
O
Beweis: Aufgrund von
Fy (y) = Fx—ux>u (y) = F*7 (1),
gilt fiir die EMF der Exzefle iiber u
e = [ a = [ A1
F(v) F o (v)
Da laut Definition 5.2.1
. . Flutvtz)—F(u) _ F(utv)—F(u)
F'7(v+2)—F'"" (v) F(u) F(u) _ Flut+v+z)—F(u+v)
F' (v B F(utv) N F(u+wv
© o (u+v)
gilt, ist
+oo r r +oo
Eu(v) = / zd (u—i—v_—i—z) —Flutv) = / 2 dFUH)7 () = £ (u+v).
) F(u+wv)
|

Nun besagt aber der Satz von PICKANDS-BALKEMA-DE-HAAN, dal die Exzeflverteilung
F"= (y) einer Verteilungsfunktion I € MDA (H¢) ab einer hinreichend hohen Schwelle u
durch die verallgemeinerte Pareto-Verteilung G¢ (y/o (u)) approximiert werden kann. Der
ExzeBmittelwert der Exzefle iiber u - also &, (v) - mufl dann laut Satz 5.3.3 approximativ
affiner Natur sein:

Evto(u
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In Verbindung mit Satz 5.3.5 erhélt man

{-vto(u) GPD

(59) (c; (U + U) ~ 1—_§, v E DE,O,O’(U)'

Der Exzefimittelwert einer Verteilungsfunktion F' € MDA (H¢) steigt also ab einer hinrei-
chend hohen Schwelle u approximativ linear an, wobei die Approximation umso genauer
ist, je hoher die Schwelle u ist. Diese wichtige Erkenntnis ist bei der praktischen Ermitt-
lung des VaR von elementarer Bedeutung.

Ist £ > 0 (FrRECHET-Fall), so gilt £ (u +v) — 00, v — xp — u = co. Der FRECHET-Fall
vereinigt somit alle Verteilungsfamilien mit breiten rechten Flanken.

Fiir £ < 0 (WEBULL-Fall) gilt hingegen € (u 4 v) — 0, v — xp —u < 0o. Der Weibull-Fall
steht also fiir alle Verteilungsfamilien mit schmalen rechten Flanken.

Fiir £ = 0 (GuMBEL-Fall) gilt schliefllich £ (u 4+ v) ~ o (u) > 0 (V v > 0), wobei die Appro-
ximation umso genauer ist, je hoher die Schwelle u. Der Exzefmittelwert strebt in diesem
Fall flach gegen eine nichtnegative Konstante.?? Man erhiilt somit alle Verteilungsfamilien
mit moderaten rechten Flanken.

5.4 Analytische Ermittlung des MDA

5.4.1 Fréchet-Fall

Die verallgemeinerte Extremwertverteilung He (£ > 0) mit Lageparameter 1 und Skalen-
parameter &, also

Hg(xg1> :exp<— <1+§~$g1>_g) :exp<—x_%), E>0, V>0

wird gemeinhin als Fréchet- Verteilung bezeichnet.’? Es wird jedoch a := 1/¢ gesetzt und
die Fréchet-Verteilung in Form von

@a(x):exp(—x_o‘), a>0, V>0

geschrieben. « ist somit der Flankenindex von ®,.*" Wenn a > 0 und

-1
F € MDA (3,) = MDA <H5 (‘T : )) :
folgt aus Lemma 5.1.2 F' € MDA (H¢) mit £ > 0, indem man gy =1, 01 =&, pg = 0
und o3 = 1 setzt. Damit gilt umgekehrt auch F' € MDA (H¢) (£ > 0) = F € MDA (®,,)
(a > 0). Folglich ist die Aussage F' € MDA (®,) (a > 0) #quivalent mit der Aussage
F € MDA (H¢) (£ > 0), wobei £ =1/a.

Es kann oft nachgewiesen werden, dafi sich Randverteilungen von Logrenditen im MDA
der Fréchet-Verteilung befinden.*? Damit kommen fiir die Modellierung dieser Logrendite-
verteilungen streng genommen lediglich Verteilungsfunktionen mit einem positiven Flan-
kenindex 1/¢ in Frage. Die Frage, welche theoretischen Eigenschaften Verteilungen dieses

39Dies schlieBt den Fall ein, daf der ExzeBmittelwert selbst konstant ist. Ist die Konstante gleich Null,
so strebt der ExzeBmittelwert asymptotisch gegen Null.

19Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 121 und 130ff.

11ygl. Abschnitt 5.1, S. 28.

*2Siehe Anhang C.
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Typs besitzen, kann auf der Grundlage einer Theorie beantwortet werden, die als Regular
Variation bezeichnet wird und die in ihren Grundziigen im folgenden vorgestellt wird.*3

Definition 5.4.1 (Langsame Variation) Eine positive, Lebesgue-mejf$bare Funktion L :
IR, — IR variiert langsam auf oo, wenn

. L(tx)
1 =1 .
Jim (@) , Vt>0
Man symbolisiert diesen Sachverhalt mit L € Rg.** ]

Insbesondere variiert also jede konstante Funktion auf IR langsam auf co.

Definition 5.4.2 (Gleichméflige Variation) FEine positive, Lebesgue-mefsbare Funkti-
on h: IRy — IR variiert gleichmdflig auf oo mit dem Index i € IR, wenn

=t Vit>0.
=5 T (2) ) -
Man symbolisiert diesen Sachverhalt mit h € R¢.45 O

Eine langsam auf oo variierende Funktion L variiert damit auch gleichmiflig auf oo mit
dem Index ¢ = 0. Typische Beispiele fiir eine gleichméfiig mit dem Index ¢ variierende
Funktion sind alle Potenzfunktionen h (z) = 2% (¢ € R, ¥V x > 0).

Definition 5.4.3 (Schnelle Variation) Eine positive, Lebesgue-mef$bare Funktion h :
IR — IR varitert schnell auf oo mit dem Index —oo, wenn

. h(tx) 0, t>1
lim =
z—oo h (1‘) o0, O0<t<1
Man symbolisiert diesen Sachverhalt mit h € R_ .40 ]

Charakteristischerweise konvergiert eine schnell (auf 0o)*" variierende Funktion mit wach-
sender Geschwindigkeit gegen die Abszisse. Das betrifft etwa alle Exponentialfunktionen

h(xz) =a* (a > 0) und insbesondere die EULERSCHE Exponentialfunktion exp (—z).

Satz 5.4.4 (MDA der Fréchet-Verteilung) Die Verteilungsfunktion F befindet sich
genau dann im MDA der Fréchet-Verteilung ®,, (a > 0), wenn eine langsam variierende
Funktion L existiert, womit*®

F(z)=2"% L(x), x> 0.
In diesem Full gilt

M. 4
F=(1—-n-1) «

0

*Eine gute Einfithrung in diese Theorie findet man bei Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 564fF.
Fiir ein profundes Studium eignet sich Bingham/Goldie/Teugels [6].

*Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 564.

*Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 564.

40vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 570.

1"Im folgenden wird der Zusatz ,auf co” unterdriickt und stillschweigend vorausgesetzt.

*¥Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 131.
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Beweis: Siehe Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 131f. [

Eine Verteilungsfunktion befindet sich also genau dann im MDA der Fréchet-Verteilung,
m.a.W. sie ist fat-tailed, wenn ihre Flanke mit wachsender Schwelle gegen das Potenz-
gesetz £~ 4 konvergiert.”® Dies bekriiftigt noch einmal, da jede Verteilungsfunktion
F € MDA (®,) einen unendlichen rechten Endpunkt xp besitzt,>! da laut Satz 5.4.4
notwendigerweise I (z) > 0 fiir alle x > 0 gilt.

Beispiel 5.4.1 (Pareto-Verteilung) Seien o,k > 0. Die Flanke der Pareto-Verteilung
lautet

F(x):<f>a:(%>ia:$7°‘~/ia, Vr>k.

Da k" = const., gilt F € MDA (®,) < F € MDA (Hy/,) (a>0). O
Die Funktion F (z) = 2~ - L (x) variiert im iibrigen gleichmiiig mit dem Index —a,?
denn

F (tx) . (tx)™*- L(tx)

z—oo [F (.I') Z—00 . [ (ZL‘) r—oo ¢

Da 2% F () € Ro, wenn F € R_,, gilt ebenfalls der UmkehrschluB, so daf sich feststellen
1:3t:53

F € MDA (®,) += FeR_,.

Satz 5.4.5 Genau dann, wenn h € Ry (¢ € IR), existieren ein z > 0 und zwei Lebesgue-
mefbare Funktionen vy und § mit den Figenschaften v (x) — vy > 0 und 6 (x) — 1, womit
fiir alle x > z gilt:>*

h(x)=~(zx)-exp /M du

Beweis: Siehe Bingham/Goldie/Teugels [6]. [
Allgemein hilfreich ist dabei das folgende Korollar.

Korollar 5.4.6 Eine Funktion f: IR, — IR mit f (x) — r > 0 variiert langsam auf oo.
O

Beweis: Man setze vo =7, v (z) = f (x), 6 () = ¢ = 0 und wéhle ein beliebiges z > 0.
Aus Satz 5.4.5 folgt sofort f € Ryg. [ |

Gilt F (z) =2~ %(r+0(1))-L(x) (r > 0), so ist F' € MDA (®,), denn laut Korollar 5.4.6
gilt (r+0(1)) € Rp und damit auch (r +o0(1)) - L (x) € Ryp.

9Engl.: Power Law.

"0V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 131 und McNeil/Saladin [48], S. 4.
1Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 131.
"2Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 132.

3Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 132.

Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 566.
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Beispiel 5.4.2 Die von MANDELBROT und FAMA eingefiihrte Familie der a.-stabilen Ver-

teilungen® erfiillt im Falle o < 2 die erwihnte Kondition:>®

F(x)=a2"%(r+o0(1))L(x), r > 0.

Somit ist ' € MDA (®,) (a € ]0,2]).

Satz 5.4.7 Seien a,k > 0 und eine Flanke F mit der Eigenschaft

F(z)~2% <= lim Fo)

e

gegeben. Dann gilt F € MDA (®,,).

Beweis: Laut Korollar 5.4.6 gilt

T
™%

L(x): € Ro

und per definitionem F (z) = 2%k - L(x). Da k- L(z) €
unmittelbar F' € MDA (®,,).

Ro, folgt aus Satz 5.4.4
[ |

Beispiel 5.4.3 (Studentsche t-Verteilung) Sein € IN der Freiheitsgrad der t-Vertei-

lung. Die Dichte der t-Verteilung ist

mit
)
T (3) vor

Vo :

Nach der Regel von DE L’HOSPITAL gilt

— z2
o Tw fw o (1rs
m n—1 - 1m nt1 - nt1
T—00 ’Yn’)’LTl‘fn T—00 ’YnﬂT . l‘f(nJrl) T—00 o
' n—nT“l.n+1 ' n
- xli’rgo 2 %i - 1”1520
(= (z+1)
1
= lim — =1.

n+1

T (@)

Es resultiert also F (x) ~ z™™ - vnn%. Dan > 0 und vnn% > 0, folgt damit F €

MDA (®,) < F € MDA (Hy,,).

O

5?Eine detaillierte Erlduterung der stabilen Verteilungsfamilie erfolgt in Abschnitt 11.2.
%Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 75 i.V.m. S. 133. Man beachte, da8 sich eine stabile

Zufallsvariable per definitionem im a-stabilen Anziehungsbereich befindet.
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5.4.2 Gumbel-Fall

Die verallgemeinerte Extremwertverteilung He (£ = 0) mit Lageparameter 0 und Skalen-
parameter 1 ergibt die Gumbel-Verteilung

Hy(z) =exp(—exp(—x)) =: A(z).
Es gilt also per definitionem
FeMDA(A) < F e MDA(H,).

Die Gumbel-Verteilung kann als Grenzverteilung von He (x) fiir £ — 0 interpretiert wer-
den,’” denn

He(x) = exp (— (1+ EZB)7%>

. 571 -1
exp <<1+F> > — exp(—exp(—z)), & —0.

-
— exp(z)

Der Gumbel-Fall erfafit sehr viele bekannte Verteilungsfunktionen, z.B. die Normal-, Lognor-
mal-, Gamma- und die Exponentialverteilung. Dariiber hinaus gehéren auch diverse Mi-
schungsmodelle, etwa die gemischte Normalverteilung, dieser Kategorie an. Charakteri-
stisch fiir alle F' € MDA (A) ist, dafl deren rechte Flanken gegen das EULERSCHE Expo-
nentialgesetz konvergieren:*®

Definition 5.4.8 (Von-Mises-Funktion) Sei F' eine absolut stetige Verteilungsfunkti-
on mit rechtem Endpunkt xp < co. FEs existiere ein z < xp, so dafl

T

— 1
F(x)=~v-exp —/wdt , z<r<ap,

z

wobei v > 0 und a eine positive, absolut stetige, Lebesgue-mef$bare Funktion ist. Weiterhin
seia’ die Ableitungsfunktion von a und es gelte a’ (x) — 0, x T xp. Die Verteilungsfunktion
F wird als ,, Von-Mises-Funktion” und a als ,, Hilfsfunktion ™ bezeichnet.®

Satz 5.4.9 (MDA der Gumbel-Verteilung) Sei F' eine Verteilungsfunktion mit rech-
tem FEndpunkt xp < oco. F befindet sich genau dann im MDA der Gumbel-Verteilung,
wenn ein z < xp existiert, womitt!

T

F(x)=~v(x)-exp /%dt , z<x<zxp,

z

"7Vgl. Bassi/Embrechts/Kafetzaki [3] S. 123 und Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 158.
8V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 138 i.V.m. S. 141.

"Engl.: Auxiliary Function.

50V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 138.

61V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 143.
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wobei vy eine Lebesgue-mef$bare Funktion mity () — r > 0, x T xp ist. Fir die Hilfsfunkti-
on a und deren Ableitung ' gelten die Konditionen aus Definition 5.4.8. Als Hilfsfunktion
kann dann die EMF

verwendet werden und es gilt

0

Beweis: Siehe Resnick [58]. [

Der rechte Endpunkt 2z kann endlich oder unendlich sein.? Man erkennt, daf jede Von-
Mises-Funktion F' € MDA (A).%% Zu der in Satz 5.4.9 verwendeten Version der EMF l:ifit
sich folgendes anmerken:

£(z) = :/Oo(z—x) i L (Z)Fzgj () _ th) . :/oo(x—z) dF (2)
_ th) <(;pz)F(z)\;°°+/:ooF(z) dz).

Man kann zeigen, da8 fiir I € MDA (A) alle Momente der Zufallsvariablen endlich definiert
sind, sofern sich die linke Flanke ebenfalls im MDA der Gumbel-Verteilung befindet.*
Somit ist (z — 2) F (2)|]™ = 0 und folglich

+oo__

_ [ F()
E(x) = / ) dz.

T

Beispiel 5.4.4 (Exponentialverteilung) Die rechte Flanke der Exponentialverteilung
18t

F(xz) =exp(—Azx), A>0, V>0

Man erhilt F, indem man in Definition 5.4.8 z =0, v =1 und a (z) = 1/ setzt.5 F ist
also eine Von-Mises-Funktion und somit gilt F € MDA (A). O

Nun folgt ein sehr hilfreiches Kriterium fiir F' € MDA (A).

2V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 138.

3Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 141.

04Siehe Abschnitt 5.5, S. 44. Der Grundgedanke ist, da8 F(z) schnell variiert (f S R,oo), d.h. mit
,2wachsender Geschwindigkeit” gegen Null konvergiert, wihrend z gleichméfig mit dem Index 1 variiert,
also mit ,konstanter Geschwindigkeit” von Null divergiert.

65 1/X ist sowohl der Mittelwert der Exponentialverteilung, als auch der konstante ExzeSmittelwert.
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Satz 5.4.10 Sei F' eine Verteilungsfunktion mit rechtem Endpunkt xp < oo. Es existiere
ein z < xp, so dafi F' zweimal differenzierbar auf |z, xp| ist. Ferner gelte V x € |z, zp|[:
f(x) = F'(x) > 0 und f'(x) := F"(x) < 0. In diesem Fall ist F genau dann eine
Von-Mises-Funktion mit Hilfsfunktion a = F/f, wenn%

o F@)- 1@

zlzp 12 (2) -

Beispiel 5.4.5 (Normalverteilung) Die Normalverteilung ® (%) besitzt einen un-
endlichen rechten Endpunkt xp, ist zweimal differenzierbar auf |u, 400 und es gilt

de (55%) _ »(54)

g

= =¢ (x| p,o) >0,

dx o
sowie
PO(E)  woyp
dz2 == o2 (10(1‘|‘M70-)<O

fiir alle x > p. Da

e 2 e @l mo)

200 ¢*(z || p,0)
6 i
= lim ——j ( = )
v (|| o)
I 2 — (@ || #,0)
T—00 o o2 r—
- (%) e@llmo) + 25 (%) e @l wo)
~ im i p ]l mo)
(%) e llmo)+ ol mo)
2 -1
((ﬁ) +1)-w<x|u,a>
= lim —

z—00 o || p,o)
g 2 -
T—00 Tr— U

befindet sich die Normalverteilung im MDA der Gumbel-Verteilung, d.h. & (”—;H) €
MDA (A). O

5.4.3 Weibull-Fall

Fiir den Fall £ < 0 wird die verallgemeinerte Extremwertverteilung mit Lageparameter
—1 und Skalenparameter —¢, also

ne (D) = oo (- (e =20 )

= exp <— (—33)7%) , £<0, V<O,

56V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 140.
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als Weibull- Verteilung bezeichnet, wobei nun —1/& durch den Parameter a > 0 substituiert
wird:

U, () =exp (- (—x)%), a>0,Vaz<O.

Fiir alle Verteilungen ' € MDA (¥,) gilt xr < 00.°7 Diese theoretische Restriktion
schliefit den Weibull-Fall fiir logarithmierte Wertprozefle a priori aus, wenn freie Finanz-
mirkte unterstellt werden. In der Versicherungsmathematik werden Verlustverteilungen®®
ebenfalls ohne endlichen rechten Endpunkt modelliert, obwohl praktisch als obere Schran-
ke der Gesamtwert aller versicherten Objekte eines Versicherungsunternehmens in Frage
kéime. Solche ,imaginiren” Begrenzungen werden jedoch in der Regel ausgeblendet.%?

Satz 5.4.11 (MDA der Weibull-Verteilung) Die Verteilungsfunktion F befindet sich
genau dann im MDA der Weibull-Verteilung ¥, (o > 0), wenn xp < 0o und eine langsam
variierende Funktion L existiert, womit ™

F(zp—a ') =27 L(x).

In diesem Fall gilt

Beweis: Siche Resnick [58]. [
Folglich gilt™*

FeMDA(¥,) <= ap<oo A F(zp—z7')eR ..

Beispiel 5.4.6 (Rechteckverteilung) Seien a,b € IR die Grenzen einer Rechteckver-
tetlung

F(x)= a<b, ¥Yxelab.

Damit gilt xp =b < o0 und

_ _ 1
f(l«Fffl):M:fl. 1

und folglich F € MDA (¥y). O

57Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 134.
%8Engl.: Loss Distributions.

89Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 136.
"Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 135.
"'Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 136.
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5.5 Existenz und Endlichkeit der Momente

Definition 5.5.1 (Erwartungswert) Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X mit
der Verteilungsfunktion F ist ™

+oo
B(X) = / z dF (z).
—00
Der Erwartungswert ,existiert” oder ,ist definiert”, wenn E (X)) oder E (X ™) konver-
giert. In diesem Fall gilt
EX)=E(X")-E(X).

Konvergieren gar E(X™') und E(X™), d.h. konvergiert E (X) absolut, ist auch E (X)
endlich definiert, formal: E(X) < 00.” Divergiert hingegen sowohl E (XV) als auch

E (X7), so ist der Erwartungswert nicht definiert, d.h. man spricht ihm seine Existenz
ab.™

Definition 5.5.2 (Moment) Das r-te (gewdhnliche) Moment einer Zufallsvariablen X
mit der Verteilungsfunktion F ist

+00
E(XT):/I‘TdF(ZL‘), reIN.

—00

Proposition 5.5.3 Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable mit der Flanke F € R_,
(a>0). Dann gilt ™

E(X") < oo, Vr<a,
E(X") = oo, Vr>a.
O
Beweis: Siche Bingham/Goldie/Teugels [6]. [

Satz 5.5.4 FEine Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion F € MDA (®,) besitzt
kein endliches Moment der Ordnung r > . ]

Beweis: Das r-te Moment ist laut Definition 5.5.2

0 +o0 0 400
B(X") = /:E dF (x) + /:z dF (z) = /:c dF (z) + F (0) - /yrdF(y)F(Ol)’(O)_
8 ) J /

"2Vgl. Billingsley [5], S. 280.

"Manche Autoren machen die Existenz von E (X) bereits von seiner absoluten Konvergenz abhiingig
(z.B. Fisz [24], S. 87 und Schlittgen [59], S. 56). Die hier vorgestellte Definition ist etwas schwéicher und 148t
auch die Situation F (X) = co zu. Dieser Spezialfall ist ein stindiger Wegbegleiter der Wahrscheinlichkeits-
und Extremwerttheorie.

"Vgl. Billingsley [5], S. 280 und Fristedt/Gray [26], S. 45.

"Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 568. Man beachte, daB der Erwartungswert einer
nichtnegativen Zufallsvariablen laut Definition 5.5.1 stets existiert. Vgl. Billingsley [5], S. 280.
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Man beachte, dal F (0) > 0, da zr = co. (F (y) — F (0)) /F (0) (y > 0) ist die Exzefver-
teilung iiber der Schwelle 0, also F°~ (y). Dementsprechend ist Y der Exzef iiber 0 und
damit eine nichtnegative Zufallsvariable. Damit gilt

0 +o00 0
B(X") = /x dF () + F(0) - /y AP0~ (y) = /x dF (z) + F(0)- E(Y").

—00 0 —00

Aus F € MDA (®,) und damit F' € R_,, folgt 7 € R_4, denn

7

im —ty) = = = =
P T ) ek Ty /F(0) 1ok F(y)

In Verbindung mit Proposition 5.5.3 resultiert daraus E (Y") = oo fiir alle r > «. Daraus
folgt E(X") = oo (V r > «), was zu beweisen war. [ |

Es stellt sich die Frage nach der Endlichkeit der Momente von Verteilungsfunktionen
F € MDA (A). Dazu folgende Proposition.”

Proposition 5.5.5 Sei zp = co. Ist F € R, so sind alle Momente E [(XT)"] der
Ordnung r > 0 endlich definiert. O

Beweis: Siche de Haan [27]. [

Es kann gezeigt werden, daB F' € MDA (A) = F € R_o gilt.”” Betrachtet man die
Beweisfithrung zu Satz 5.5.4 i.V.m.

FecR o = F R,

folgt aus Proposition 5.5.5 unmittelbar die Endlichkeit aller r-ten Momente E (Y") (r = 1,
2,...), falls man von xp = oo ausgeht. Damit héngt die Endlichkeit des Erwartungswertes
E (X") nur noch vom asymptotischen Verhalten der linken Flanke der Verteilung ab.
Konvergiert diese ebenfalls gegen das Eulersche Exponentialgesetz oder besitzt sie einen
endlichen linken Endpunkt, so kann endgiiltig die Existenz und Endlichkeit aller r-ten
Momente konstatiert werden.

Am Rande sei noch der Trivialfall zp < oo erwithnt. Es ist evident, dafl in diesem Fall
(falls die gerade erwéhnten Konditionen beziiglich der linken Flanke erfiillt sind) alle r-ten
Momente endlich sind.

"0Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 148 i.V.m. S. 570.
""Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 148 i.V.m. S. 129.



Kapitel 6

Anséitze zur Ermittlung des
Value-at-Risk

Das Ziel der VaR-Theorie ist die Ermittlung des bedingten VaR, also die Quantifizierung
des akuten Marktrisikos eines Portefeuilles.! Dabei wird in der Regel von unabhiingigen
Logrenditen ausgegangen, womit der bedingte VaR mit dem unbedingten VaR iiberein-
stimmt. Dies hat den entscheidenden Vorteil, dafl der bedingte VaR somit anhand der
empirischen Randverteilung der Logrendite, m.a.W. ihrer realisierten Zeitreihe, geschitzt
werden kann.

Prinzipiell existieren drei Anséitze zur Ermittlung des VaR:

1. nonparametrische Methoden,
2. parametrische Methoden,

3. semiparametrische Methoden (Methoden der Extremwerttheorie).

Innerhalb eines jeden Ansatzes wird zusétzlich danach unterschieden, ob die Portefeuil-
lewertverdnderung als mittelbares Ergebnis einer multivariaten Verinderung bestimmter
Risikofaktoren interpretiert wird, oder ob direkt die P&L-Verteilung betrachtet wird.

6.1 Nonparametrischer Ansatz

Die empirische Methode zur Ermittlung des VaR wird in der VaR-Literatur gemeinhin als
historische Simulation bezeichnet.? Typischerweise wird dabei der vergangene Wertverlauf
eines Portefeuilles simuliert, indem die in der Vergangenheit realisierten Verldufe der m
Risikofaktoren ¢, ¢, ... , ¢, in die Wertfunktion

K

(6.1) V=Y arPi(p1, 02, s %m)
k=1

1'Vgl. McNeil [46], S. 2.
*Vgl. Huschens [33] und Read [54].

45
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eingesetzt werden.> Werden als Risikofaktoren lediglich die Wertpapierpreise selbst be-
riicksichtigt, so vereinfacht sich Gleichung (6.1) zu

K
V=> b,
k=1

d.h. betrachtet wird unmittelbar der in der Vergangenheit realisierte Wertverlauf des
Portefeuilles.*

Der empirischen Methode liegt der fundamentale Satz von GLIVENKO-CANTELLI zugrun-
de.?

Satz 6.1.1 (Satz von Glivenko-Cantelli) Sei X1, Xo,...,X,, eine einfache Zufalls-
stichprobe aus einer Zufallsvariablen X und F, (z) := % St Ix,<qa deren empirische
Verteilungsfunktion. Es gilt

lim P <sup

ﬁn(z)F(z)]<g> —1, Ve>o.
0

Beweis: Siehe Billingsley [5], S. 275f. |

Der Satz von Glivenko-Cantelli besagt, dafl sich die empirische Verteilungsfunktion mit
wachsendem Stichprobenumfang immer mehr ihrem theoretischen Aquivalent anpafit. Auf
der Grundlage der empirischen Realisation einer theoretischen Verteilung 148t sich daher
eine Quantilschéitzung anhand der Ordnungsgrofien

X(l) < X(g) <...< X(n) =M,
vornehmen.5 Den LogRaR,, schéitzt man z.B. durch:”

LogRaR, := F, (1—p) = X((1=pn); -pned,
X([(1=p)n)+1)» sonst.

Der VaR-Schéatzer resultiert dann aus
@p (v)=wv (1 — exp <—L@Rp>) , v > 0.

Exakte verteilungsfreie Konfidenzintervalle fiir das (1 — p)-Quantil lassen sich mittels der

folgenden Wahrscheinlichkeitsformel fiir OrdnungsgroBen konstruieren:®
_ L. ~ i ~ .
P(XGp <F (l-p) <Xp) = D> (,)EEQ=-p)'(1-FE (1-p)
i=j

k—1
= Z(?)(l—p)ip"i, 1<j<k<n.

=7

?Siehe Abschnitt 2.2, S. 8.
*Vgl. Huschens [33], S. 3.
®Vgl. Billingsley [5], S. 275 und Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 62 i.V.m. S. 553, die den

Satz von Glivenko/Cantelli allerdings in seiner ,starken Form” sup,¢ F, (x) — F (z)| “3 0 prisentieren.

Daraus kann jedoch die obige ,schwache Form” abgeleitet werden.

SManche Autoren bevorzugen eine umgekehrte Definition der Ordnungsgrofen: Xy < Xy <... <
X(1) = My (2.B. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 182).

"Man beachte, daf8 die Stichprobenvariablen negativierte Logrenditen repriisentieren.

®Vgl. Bassi/Embrechts/Kafetzaki [3], S. 117.
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Soll lediglich ein einseitiges Konfidenzintervall fiir den LogRaR,, ermittelt werden, so ge-
niigen schon die Formeln

P <P (-p) = (7 Ea-p) a-FE- Q=)
= > (?) (1—p)'p""  1<j<n,
bzw.
P> F(-n) = X (7)FE - a-FEa-p)r
=0
k—1
(6.2) = "Ya-pipni,  1<k<n.
(D)o

Beispiel 6.1.1 Angenommen man mdchte eine einseitige 0.95-Konfidenzobergrenze fiir
den LogRaRg o5 ermitteln und man besitzt eine Stichprobe vom Umfang n = 1000. Der

LogRaR-Schdtzer ist somit L@Ro.% = X(950) und es gilt

P (X(e2) > F~(0.95)) = >

1=0

%1 11000
i

) -0.95% - 0.051000—% — (0.95665.
Fiir X961y gilt lediglich

X /1000 . .
P (X(ge1) > F*(0.95)) = ( . )0.95’-0.051000—1:o.94o19,
=0

so daff man die Ordnungsgrifie X gg2) als Obergrenze fir das 0.95-Quantil wéhlen wird,
womit man ein Konfidenzniveau von 0.95665 realisiert. Das bedeutet, der tatsdichliche
VaRg.05 liegt mit ,95%-Sicherheit” unter dem Betrag

v (1 — exXp (_X(962))) y v > O,

wobei man fiir v den aktuellen Portefeuillewert einsetzt. O

Es kann gezeigt werden, daB fiir eine stetige Dichtefunktion F’ = f mit f (F (1 —p)) >0
gilt:?

== - p(l—p)

(63> Fir(1-p) NN(F (1p)’nf2(FH(1p))>’ n groB,

d.h. der LogRaR~Schiitzer ist asymptotisch normalverteilt, wobei die Varianz mit steigen-
dem Stichprobenumfang abnimmt. Dies hat zur Konsequenz, dafl der LogRaR,, ab einem
hinreichend hohen Stichprobenumfang gut mit der empirischen Methode geschétzt werden
kann. Jedoch hiingt die Varianz des Schiitzers augenscheinlich von der Verteilungsdichte
an der Stelle F*~ (1 — p) ab. Je kleiner die Dichte (bei vorgegebenem Stichprobenumfang),
desto grofler ist die Varianz und somit das Risiko einer Fehleinschétzung des LogRaR,,.
Dies soll an folgendem Beispiel verdeutlicht werden:

9Vgl. Bassi/Embrechts/Kafetzaki [3], S. 117.
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Beispiel 6.1.2 Man gehe von einem grofien Stichprobenumfang aus. Angenommen die
negativierte Logrendite ist normalverteill mit den Parametern p = 0 und o = 0.01216.
Das theoretische 0.95-Quantil betrigt damit 0.01216 - ® (0.95) = 0.02 und der LogRaR-
Schatzer besitzt eine approrimative Varianz von

0.05-0.95  0.0475  0.00066

n-¢2(0.2) n-8483182  n

Ist die negativierte Logrendite allerdings gemischt-normalverteilt

m m
F(*T):qu’ (w—,uZ)? o, ™ >0, Zmzl, m € IN,
i=1

o
v i=1

mit den Parametern m =2, m1 = 0.1, m3 = 0.9, uy = g =0, 01 = 0.1 und g9 = 0.00843,
so betrdgt das 0.95-Quantil ebenfalls 0.02, jedoch ist die Varianz des empirischen LogRaR-
Schitzers nun mit

0.05-0.95  0.0475  0.00548

n-f2(0.2) n-2944202

mehr als 8 mal so hoch, wie im Fulle der einfachen Normalverteilung. Der Effekt kommt
dadurch zustande, dafS leptokurtische Verteilungen, wie z.B. die gemischte Normalvertei-
lung, zwischen dem Zentrum und der Peripherie generell eine geringere Dichte aufweisen:

Einfache
Normelverteilung

h

I B,

-005 004 -003 -002 001 0 001 002 003 004 005
=0,95-Quantil

Abb. 2: Dichtevergleich einer einfachen mit einer gemischten Normalverteilung.

Um den Einfluf des Dichteeffektes auf die Schitzgiite zu tiberpriifen, kann z.B. die Frage
gestellt werden, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, daf$ der Quantilschitzer eine Reali-
sation im Bereich [0.019,0.021] erfihrt, d.h. daf das theoretische Quantil um mazimal
0.1%-Punkte verfehlt wird,'° wenn n = 1000 ist. Im Fall der einfachen Normalverteilung
betrigt die gesuchte Wahrscheinlichkeit laut Formel (6.3):

— 0.021 — 0.02 0.019 — 0.02
P (0.019 <F=(1-0.05) < 0.021) | ) e | =2 | = 0.78164.
0.00066 0.00066
1000 1000

0Man bedenke, daB es sich um Tagesrenditen handelt. Eine Realisation auBerhalb des skizzierten
Bereichs kann somit als ,starke Fehleinschiitzung” interpretiert werden.
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Die Wahrscheinlichkeit einer starken Fehleinschdtzung ist approrimativ 1 — 0.78164 =
0.21836 und damit relativ klein. Wird jedoch die gemischte Normalverteilung zugrundege-
legt, so gilt

— 0.021 — 0.02 0.019 — 0.02
P (0.019 <F=(1-0.05) < 0.021) o | ) e | ————2 | = 0.33075.
0.00548 0.00548
1000 1000

Die Wahrscheinlichkeit einer starken Fehleinschditzung ist nun approximativ 1—0.33075 =
0.66925 und damit relativ grofs. O

Die Wirkung der Verteilungsdichte an der Stelle des gesuchten Quantils wird durch das
Quadrat im Nenner iiberproportional betont: Eine hypothetische Halbierung der Ver-
teilungsdichte mufl c.p. durch eine Vervierfachung des Stichprobenumfangs kompensiert
werden. Die Flanke einer Zufallsvariablen X hat also einen mafigeblichen Einflufl auf die
Schitzgiite, wobei gilt: Je breiter die Flanke, desto schlechter erfolgt die empirische Er-
mittlung der Quantile. Aulerdem besteht bei der nonparametrischen Ermittlung extremer
Quantile - womit alle (1 — p)-Quantile mit p < n~! gemeint sind -'! folgendes Problem:

Beispiel 6.1.3 Der Stichprobenumfang sei n = 100. Es mdgen der LogRaRg g, und
eine entsprechende einseitige Obergrenze auf einem mdoglichst hohen Konfidenzniveau ge-
schétzt werden. Fiir die Schitzung des LogRaR oo, wird also das Stichprobenmazimum
Moo herangezogen. Mithin dient Migg gewiflermaflen als ,,Universalschatzer” fiir alle
LogRaR,, mit p < 1/100. Fiir die Ermittlung der Obergrenze muf§ ebenfalls auf das Stich-
probenmaximum zurickgegriffen werden. Die Wahrscheinlichkeit, daf8 der LogRaR unter
dem realisierten Stichprobenmaximum liegt, betrigt aber lediglich

99
100 : :
P (Mo > F~(0.999)) = > ( . ) -0.999% - 0.00100~% = 0.09521.
=0

Diese ist damit inakzeptabel gering und es ist zu vermuten, dafl sich das 0.999-Quantil
tber dem realisierten Stichprobenmazimum befindet. O

Die empirische Methode produziert bei einem hinreichend groflen Stichprobenumfang gute
Quantilschitzungen. Es stellt sich jedoch die Frage, wie klein p bei vorgegebenem n sein
darf, damit die empirische Schitzung noch erfolgreich ist. Geht man von dem Stichpro-
benumfang n = 100 aus, so nimmt Formel (6.2) die folgenden Werte an:

n=100 | p=001 p=0.02 p=0.03 p=0.04 p=0.05
Mioo 63397 86738 .95245 98313 .99408
X (99) 26424 59673 .80538 91284 96292
X (98) 07937 32331 .58022 76786 88174
X(o7) 01837 .14104 35275 57052 74216
X (96) .00343 .05083 18215 37114 .56402
X (95) .00053 01548 .08084 21163 .38400

Tab. 1: Wahrscheinlichkeiten fiir die Uberschreitung des LogRaR,, (n = 100).

"'Vgl. Bassi/Embrechts/Kafetzaki [3], S. 118.
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Das Stichprobenmaximum Migg stellt also keine gute Obergrenze fiir den LogRaRg
dar, denn die Wahrscheinlichkeit einer Fehleinschitzung betréigt immerhin 1 — 0.63397 =
0.36603. Datfiir stellt Moo aber eine gute Obergrenze fiir den LogRaR o3 dar, die Wahr-
scheinlichkeit einer Fehleinschétzung ist lediglich 1—.95245 = 0.04755. Soll der LogRaR g5
geschiitzt werden, geniigt als Obergrenze schon die zweithéchste OrdnungsgroBe X gg)
und es wird ein Konfidenzniveau von 0.96292 realisiert. Dariiber hinaus erhélt man mit
[X(gl), Migo] ein 0.96589-Konfidenzintervall fiir den LogRaRy g5, denn

99
P (X < F~(1—a) < Mgo) =Y <1?O> -0.95" - 0.05'7" = 0.96589.
i=91

In praxi verfiigt man im Bereich der empirischen Kapitalmarktforschung iiber ein beachtli-
ches Datenvolumen; in der Regel gilt n > 100. In anderen Fachbereichen kann sich jedoch
durchaus die Situation n < 100 ergeben. In der Hydrologie z.B. wird versucht, das Risiko
einer Hochwasserkatastrophe mit Hilfe extremwerttheoretischer Methoden zu quantifizie-
ren.'> Um nicht jahreszeitlichen Schwankungen und seriellen Korrelationen Rechnung
tragen zu miissen, wird auf die in der Vergangenheit realisierten Jahreshéchststinde zu-
riickgegriffen. Daraus 148t sich das mogliche Ausmaf} der nichsten Hochwasserkatastrophe
ableiten. Die Datenbestéinde sind somit aber naturgeméf gering und erreichen bei weitem
nicht die in der empirischen Kapitalmarktforschung gewohnten Volumina.

Geht man darum von einem Stichprobenumfang n = 1000 aus, so ergeben sich die folgen-
den Werte:

n=1000 | p=001 p=0.02 p=003 p=004 p=005

Migoo | 99996 1 1 1 1
X9y | -99952 1 1 1 1
Xos) | -99732 1 1 1 1
Xor) | -98993 1 1 1 1
Xoos) | 97131 99999 1 1 1
X5y | 93386 99994 1 1 1

n=1000 | p=001 p=0.02 p=003 p=004 p=005

X (965) 0 00070 .15392 76255 08578
X 961 0 00036 .11618  .70808  .97885
X (963) 0 00018 .08576  .64894  .96934
X (962) 0 00009  .06192  .58650  .95665
X(061) 0 00003 .04373 52232 .94019

X (960) 0 00002 .03022 45807 91936
Tab. 2: Wahrscheinlichkeiten fiir die Uberschreitung des LogRaR,, (n = 1000).

Das Stichprobenmaximum Mjggg ist in diesem Fall eine ,sichere” Obergrenze fiir den
LogRaR 1, denn das Konfidenzniveau betrédgt 0.99996. Um jedoch nicht allzu viel em-
pirische Information zu ignorieren, sollte eher X ggg) oder gar X(gg5) als 0.97131- bzw.
0.93386-Konfidenzobergrenze gewihlt werden. Ein adidquates 0.94492-Konfidenzintervall
ist mit [X(gs4), X(996)] gegeben:

5 /1000 . .
P (X(984) < F~(0.99) < X(g95)) = Z ( . ) -0.99° - 0.011999-¢ — (.94492.
1=984

2Vgl. Reiss/Thomas [57], S. 97 i.V.m. S. 223.
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Soll der LogRaR o5 geschétzt werden, so geniigt als Obergrenze schon X g62) und es wird
ein Konfidenzniveau von 0.95665 realisiert.!® Auferdem erhilt man mit [X(937),X(963)]
ein 0.94091-Konfidenzintervall fiir den LogRaR o5:

= (1000 . .
P (X(937) < F7(0.95) < X(963)) = Z ( . ) . 0.95% - 0.051000—¢ — (94091
i=937
Der LogRaR,) o5 148t sich auf nonparametrische Weise also schon sehr genau lokalisieren,
wenn man sich vor Augen hélt, dafl bei n = 1000 im Durchschnitt 10-mal mehr Stich-
probenrealisationen innerhalb eines beliebigen reellen Zahlenintervalls eintreffen, als bei
n = 100. Das Konfidenzintervall [X(937),X(963)] fiir n = 1000 ist somit vergleichbar mit
dem Konfidenzintervall [X([937/10]),X([963 /10})] = [X(94),X(96)] fiir n = 100. Zu bedenken
ist jedoch, dafl die realisierte Konfidenzintervallbreite in den Flanken tendenziell umso
hoher ist, je leptokurtischer die zugrundeliegende Verteilung ist, da laut Formel (6.3) die
Varianz der Ordnungsgroflen mit steigender Kurtosis zunimmt. Somit fithren Konfiden-
zintervalle mit extremen Ober- und Untergrenzen im Falle leptokurtischer Verteilungen
unter Umstédnden zu keinem grofien Erkenntnisgewinn.

Zusammenfaflend 148t sich festhalten: Die empirische Methode fiithrt lediglich zu guten
Ergebnissen, wenn

1. ein hinreichend groBer Stichprobenumfang n > 1000 vorliegt,'*
2. ein moderates (1 — p)-Quantil gesucht wird,'® d.h. 0.01 < p < 0.05

3. und die zugrundeliegende Verteilung nicht leptokurtisch ist, wobei als Kriterium
etwa der Wolbungsschéitzer!

= _ Er(pa) — Fy (p1)
n = == ——
Fi(p3) — Fy (p2)
verwendet werden kann. Ist die Wolbung z.B. stérker als die einer Normalvertei-

lung, so ist zu priifen, wie exakt sich das gesuchte (1 — p)-Quantil im konkreten Fall
eingrenzen lif3t.

Selbstredend stellen die aufgezihlten Kriterien lediglich Faustregeln dar. Generell gilt:
Je hoher der Stichprobenumfang, desto kleiner darf p und desto leptokurtischer darf die
zugrundeliegende Verteilung sein. Umgekehrt gilt jedoch: Je geringer der Stichprobenum-
fang, desto grofler mufl p und desto kleiner mufy die Kurtosis der Verteilung sein.

6.2 Parametrischer Ansatz

Mit dem parametrischen Ansatz werden in der Regel bestimmte Risikofaktoren ¢y, 5, ...,
@, betrachtet und es wird grundsétzlich davon ausgegangen, dafl diese multivariat nor-
malverteilt sind.!” Wenn die in Abschnitt 2.2 angesprochenen Konditionen beziiglich der

13ygl. Beispiel 6.1.1 auf S. 47.

MVorsicht ist also bei einem Portefeuille mit Neuemissionen oder vergleichbar jungen Wertpapieren
geboten.

15Es handelt sich damit um den in Abschnitt 4.1.2 auf S. 21 zitierten ,Normalfall”.

'6ygl. Formel (5.7) auf S. 32.

'"Vegl. Jorion [36], S. 186 und Read [56], S. 46. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der
Faktor-Normal-Methode (vgl. Zagst [66], S. 12).
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Portefeuillekomponenten erfiillt sind,'® ist die Beriicksichtigung von Risikofaktoren aller-
dings iiberfliissig. In diesem Fall geniigt bereits eine Fokussierung auf den (logarithmier-
ten) Portefeuillewert.!? Dabei wird oft von normalverteilten absoluten Portefeuillewert-
verinderungen ausgegangen. Diese vereinfachende Annahme muf} jedoch angesichts der in
Abschnitt 3.3.1 gewonnenen Erkenntnisse abgelehnt werden. Werden hingegen normalver-
teilte Logrenditen angenommen, so steht dies im Widerspruch zu den bereits erwihnten
Stylized Facts. Dies ldfit sich besonders gut mit einem Q@Q-Plot iiberpriifen, wobei als
theoretische Verteilung die Normalverteilung herangezogen wird.

Exkurs. Der QQ-Plot trigt die empirischen Quantile gegen die Quantile einer theoretisch
vorgegebenen Verteilungsfunktion auf.?’ Wenn das gewiihlte Modell mit dem empirischen
Befund iibereinstimmt, so streuen die Datenpunkte der empirischen Verteilungsfunktion
bei einem hinreichend grofien Stichprobenumfang um die Winkelhalbierende. Falls man
sich lediglich hinsichtlich der Lage- und Skalenparameter geirrt hat, streuen die Daten-
punkte immer noch um eine Gerade, wobei sich die LS-Parameter durch Ordinatenab-
schnitt und Steigungskoeffizient der Geraden grob abschitzen lassen. Die Schitzwerte
sind in der Regel gute Anfangswerte fiir numerische Niaherungsverfahren, etwa im Rah-
men der ML-Schétzung. O

Beispiel 6.2.1 Eine Analyse des US-Borsenbarometers Dow Jones Industrial Index (Dow-
Jones) ergab fiir die logarithmierte handelstigliche Wertverinderung folgenden QQ-Plot:*!

01

o 2 9 @9
S ® 8 8

I=)
S

Empirische Quantile
o

S 5
8 ®

008 |

O b

005 003 001 001 003 005
Thearetische Quantile

Abb. 3: Dow-Jones-QQ-Plot auf Basis der Normalverteilung.

Hierbei wurden die theoretischen Quantile durch eine Normalverteilung mit den Parame-
tern iy, = 0.0005 und oprr, = 0.01 abgebildet, wobei jiy;; und o prp die realisierten ML-
Schatzwerte fiir Lage und Skala der Verteilung reprdsentieren. Es ist deutlich zu erkennen,
daf8 die N-Hypothese mit der wirklichen Randverteilung von Logrenditen unvereinbar ist,
wenn der Markt fir US-amerikanische Blue Chips zugrundelegt wird. O

Eine alternative Verteilungsannahme fiir die kurzfristige Logrendite ist z.B. die gemischte

18Insbesondere diirfen die Portefeuillekomponenten keinen Verfalltag und keinen Referenzwert aufweisen.

"Vgl. Huschens [33], S. 3 und S. 46 der vorliegenden Arbeit. Diese Vorgehensweise bezeichnet man als
Portfolio-Normal-Methode (vgl. Zagst [66], S. 10).

20Vgl. Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 3.

21 Erhebungszeitraum: 02.01.1980 bis 02.07.1998, Stichprobenumfang: 4678 Logrenditen. Man beachte,
dafl der Dow-Jones ein Performanceindex ist.
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Normalverteilung??

q)m(xHu,a,w)::ZWj(I)( Mj), Jj,7rj>0,27rj:1,m€lN,
j=1

o
J j=1

welche im Vergleich zur einfachen Normalverteilung die Stylized Facts gut wiedergibt.?
Fiir die Schitzung der Parameter pt = (fiq, ... ,ity,) > 0= (01,... ,0m) , = (71,...,
Tm—1) gibt es verschiedene Methoden.?? Eine mit Hilfe gingiger numerischer Algorithmen
besonders einfache Schitzmethode ist die Kleinste-Quadrate-(KQ-)Methode:

n

; 2
r_ _ Y
Z (n Dy (2(s) || %0777)> — min!.

N o,
=1

Beispiel 6.2.2 FEine Anpassung der gemischten Normalverteilung mit m = 3 Komponen-
ten an die Daten aus Beispiel 6.2.1 fiihrte zu folgendem QQ-Plot:

01
008
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S

Empirische Quantile
o
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Theoretische Quantile

Abb. 4: Dow-Jones-QQ-Plot auf Basis einer gemischten Normalverteilung.

Dabei wurden mit der KQ-Methode folgende Schitzwerte ermittelt: 71 = 0.752, Ty =
0.144, (73 =0.104), 1; = 0.00063, 1y = 0.00045, s = 0.00035, o1 = 0.00745, o2 =
0.01750 und o3 = 0.00295. Die gemischte Normalverteilung lafit sich deutlich besser an
die empirische Verteilung der Logrenditen anpassen, als die einfache Normalverteilung.?®
Sie ist somit besser geeignet, die erwdhnten Stylized Fuacts wiederzugeben. FEs existieren
allerdings immer noch wenige Ausreiffer (Punkte 1,2 und 3), die mit dem gemischten
Normalverteilungsmodell nicht erkldrt werden kénnen. O

Wird der LogRaR o5 anhand der in Beispiel 6.2.2 ermittelten Schitzwerte geschétzt, so
resultiertZ0

LogRaR, o5 = —®5 (0.05 || 7,5, 7) = 0.01377.
Fiir den LogRaR o; resultiert hingegen den Schitzwert

0.02560.

LogRaRg g = —®5 (0.01 || 71,5, 7)

22ygl. Abschnitt 6.1, S. 48.

23Vgl. Schmid/Stich [61], S. 280.

2 Fiir gemischte Verteilungen ist generell der Expectation-Maximization-(EM-)Algorithmus weit verbrei-
tet. Vgl. McLachlan/Basford [45], S. 13ff i.V.m. S. 37ff und Schmid/Stich [61], S. 274.

P Fiir die 30 DAX-Aktien fanden Schmid und Stich dhnliche Resultate. Vgl. Schmid/Stich [61], S. 278fF.

20Die Quantile miissen numerisch ermittelt werden.
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Andererseits kommt man mit der empirischen Methode zu den Schitzwerten
LogRaRg g5 = Figrg (1 — 0.05) = 2(aa45) = 0.01412

und
LogRaRg 1 = Figrs (1 — 0.01) = (432) = 0.02384.

Das asymptotische 0.95583-Konfidenzintervall fiir den LogRaR o5 ist [X(4415),X(4475)],
denn laut dem zentralen Grenzwertsatz gilt

4474 4678
P (0. — L 0.95 . 0.05678—
(X(aa15) < F7 (0.95) < X(4ar5)) E ( . ) 0.95" - 0.05
1=4415
4474 4414
4678 ; : 4678 . .
= ( , )-0.95’~0.054678—1_§:( , ).0.951.0,054678—1
= im0 N !

&

(4474 — 4678 - 0.95) _$ (4414 — 4678 -0.95
V4678 - 0.95 - 0.05 V4678 - 0.95 - 0.05
Die vorliegende Realisation des Konfidenzintervalls

[.I'(4415),$(4475)] = {001338,001492]

grenzt den tatséichlichen LogRaR,, 5 also schon sehr genau ein. Fiir den LogRaR, ; erhilt
man analog das 0.95148-Konfidenzintervall [X(4618), X(4645)] und seine Realisation

[1‘(4618)7 ZL‘(4645)] = [002245, 002506] .

Interessant ist die Frage, ob die gemischte Normalverteilung ein geeignetes Modell fiir kurz-
fristige Logrenditen ist.?” Intuitiv wiirde man zweifelsohne die gemischte Normalverteilung
gegeniiber der einfachen Normalverteilung bevorzugen. Aus Sicht der Extremwerttheorie
mufl man jedoch feststellen, dafl die gemischte Normalverteilung ebenso wie die einfache
Normalverteilung gar keine Fat Tails besitzt, sondern lediglich medium-tailed ist, denn die
rechte Flanke der gemischten Normalverteilung konvergiert mit steigender Schwelle gegen
das EULERSCHE Exponentialgesetz.?® Somit gilt ®,, (z || u,o,7) € MDA (A) und nach
der Approximationsformel (5.9) miisste somit eine hinreichend hohe Schwelle existieren, ab
der der Exzefmittelwert der gemischten Normalverteilung ein konstantes Niveau annimmt.
Dies kann anhand des folgenden simulierten ME-Plots der gemischten Normalverteilung
belegt werden:?”

) = (0.95583.

0,05

004 -

003 | \

ExzefRmittelwert
o
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-0,06 -0,04 -0,02 0 0,02 0,04 0,06
Logrendite

Abb. 5: Simulierter ME-Plot einer gemischten Normalverteilung.

*TVgl. Fielitz/Rozelle [23] und Schmid/Stich [61].

28ygl. Abschnitt 5.4.2, S. 39.

29Beziiglich der partiellen Volatilititen wurden die Parameterdaten aus Beispiel 6.2.2 verwendet. Die
partiellen Mittelwerte wurden hingegen gleich Null gesetzt.
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6.3 Semiparametrischer Ansatz

Der Vorteil nonparametrischer, also verteilungsfreier Methoden ist, dafl man beziiglich
des Verteilungsgesetzes der Logrendite keine Informationen besitzen muf. Somit sind
die so erzeugten Schiitzungen robust hinsichtlich einer Fehleinschiitzung des ,,wirklichen”
Bildungsgesetzes von Logrenditen. Dieser Vorteil wird allerdings mit dem Nachteil er-
kauft, dafl verteilungsfreie Schitzungen den gesuchten VaR relativ ungenau eingrenzen.
Glaubt man jedoch, die Verteilungsfamilie von Logrenditen zu kennen, wird man diesen
Informationsgewinn nutzen, indem man spezielle, auf die vorgegebene Verteilungsfamilie
zugeschnittene, statistische Inferenzverfahren verwendet. Wenn das gewihlte Verteilungs-
modell allerdings nicht (ann&hernd) zutrifft, konnen die ermittelten Ergebnisse nur als
provisorische Richtwerte angesehen werden. Je stérker das gewihlte Verteilungsmodell
dabei von der ,Wirklichkeit” abweicht, desto verzerrter ist die Schitzung des VaR, was
zu einer ernsthaften Unterschétzung des Marktrisikos fithren kann.

Um einerseits die Gefahr einer starken Unterschitzung des Marktrisikos zu minimieren und
andererseits nicht géinzlich auf Informationen iiber das Bildungsgesetz von Logrenditen zu
verzichten, bietet sich ein semiparametrischer Mittelweg an: Man akzeptiert die so oft
zitierten Stylized Facts der empirischen Kapitalmarktforschung, also unter anderem die
Tatsache, dafl kurzfristige Logrenditen eine leptokurtische Randverteilung und Fat Tails
aufweisen und sucht im Rahmen dieser Erkenntnis nach geeigneten Methoden, den VaR zu
ermitteln. Mit Hilfe der Extremwerttheorie lassen sich jene Verteilungsfamilien selektieren,
die fiir die Belange des finanzwirtschaftlichen Risikomanagements iiberhaupt in Frage
kommen. Namentlich handelt es sich um alle Verteilungen ¥ € MDA (Hg) mit £ > 0, also
um den FRECHET-Fall. Mit dem semiparametrischen Ansatz wird - im Gegensatz zum
parametrischen Ansatz - nicht das Ziel verfolgt, die gesamte Verteilung der Logrendite zu
bestimmen, sondern lediglich die Verteilung extremer Realisationen.?® Somit konzentriert
man sich nur und gerade auf den fiir die Ermittlung des VaR wesentlichen Bereich. Das
folgende Zitat von D’AGOSTINO/STEPHENS bringt diesen Sachverhalt auf den Punkt:?!

,Sometimes it is more important to understand the behavior of the upper tail
of the distribution than it is to fit the entire distribution. Although a particular
model may adequately describe most of the distribution, it would be useless for
predicting maximum or extreme values if the model broke down for the upper
percentiles. Also, a model that is not accurate for a large portion of the data
may still be useful for predicting upper values if it adequately describes the
behavior of the upper percentiles.”

Um die theoretische Verteilung von Extremwerten aus einem vorgegebenen Bestand rea-
lisierter Ausreifier abzuleiten, bietet sich die sogenannte Peaks-Over-Threshold-(POT-)
Methode an. Die POT-Methode beruht auf den in Kapitel 5 dargelegten Erkenntnissen
der Extremwerttheorie und hat sich allgemein durchgesetzt.??

30V gl. McNeil/Saladin [48], S. 2.

#1Vgl. D’Agostino/Stephens [13], S. 18.

32Die POT-Methode wird seit den 70’er Jahren insbesondere zur Losung hydrologischer Problemstel-
lungen verwendet. Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 355, McNeil/Saladin [48], S. 2 und
Abschnitt 6.1, S. 50.



Kapitel 7

Ermittlung des VaR mit der
POT-Methode

7.1 Motivation

Die Stylized Facts der empirischen Kapitalmarktforschung legen die Vermutung nahe,
daf3 Finanzzeitreihen long-tailed sind. Der MDA muf} empirisch iiberpriift werden, da die
theoretische Verteilungsfunktion von Logrenditen im Gegensatz zur Situation in Abschnitt
5.4 nicht bekannt ist.! Ein hervorragendes Werkzeug fiir die Zuordnung des empirischen
Befundes in eine der drei Kategorien long-tailed, medium-tailed oder short-tailed ist der
sogenannte Mean-Excess-(ME-) Plot:?

{(:L“(j),g (:L‘(j))> cg=1,... ,n} .
Dabei repriisentiert £ die empirische EMF?
L) dFy (@) [ e 0) A I

Ew) = == ﬁ = = K, (v)
DY C.00 T D > Y€, k) LI
K, (U) B K, (U) ’ = O’

wobel

=1
die Anzahl der Exzedenten von v darstellt. & ist also das empirische Aquivalent der
theoretischen EMF
—+00

E(U):/(:L“v) d

v

F(x)-F() _ J,"(@@—v) dF(z)

F(v) F(v)

! Anhang C beinhaltet die Ergebnisse des Hypothesentests Hy : F € MDA (A) auf Basis der 30 DAX-
Aktien. Zur Vorgehensweise sieche Abschnitt 9.4.1.3, S. 72.

*Vgl. Bassi/Embrechts/Kafetzaki [3], S. 118, Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 296 und Mc-
Neil/Saladin [48], S. 6.

#Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 296, Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 3 und Mc-
Neil/Saladin [48], S. 5. Man vereinbart 0/0 := 0, da ab einer bestimmten Schwelle keine realisierten
Exzedenten mehr existieren.
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Laut der Approximationsformel (5.9) muf} eine kritische Schwelle u existieren, ab der die
Punktwolke der empirischen ExzeBmittelwerte ein affines Bildungsgesetz wiederspiegelt.
Je nachdem, ob die rechte Flanke long-, medium- oder short-tailed ist, werden die Exzef3-
mittelwerte ab u gegen unendlich streben (MDA (®,)), ein konstantes Niveau annehmen
(MDA (A)) oder gegen Null gehen (MDA (V,)).

Beispiel 7.1.1 Exemplarisch seien die ME-Plots der negativierten Logrenditen des Dow-
Jones und des DAX dargestellt:*
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negativierte Logrendite negativierte Logrendite
(Dow-Jones) (DAX)

Abb. 6: ME-Plots negativierter Logrenditen (links: Dow-Jones, rechts: DAX).

Es ist ersichtlich, daf$ der empirische Exzefimittelwert in beiden Fdllen ab einer hinrei-
chend hohen Schwelle linear gegen unendlich strebt.” Damit wird die Vermutung F €
MDA (®,) durch die ermittelten ME-Plots bekriftigt.5 O

Die empirisch ermittelten ME-Plots des Dow-Jones und des DAX kénnen mit den im
Anhang A abgebildeten simulierten ME-Plots einfach normalverteilter (F' € MDA (A)),
gemischt normalverteilter (F' € MDA (A)) und a-stabiler (F' € MDA (®,)) Logrenditen
verglichen werden. Dabei wurden lediglich symmetrisch um Null verteilte Logrenditen
simuliert, da einerseits das Grenzverhalten des Exzefimittelwertes a priori nicht vom Sym-
metriezentrum abhéngt und andererseits die empirisch zu beobachtende leichte Schiefe von
Logrenditen bei der Betrachtung eines ME-Plots vernachlissigt werden kann.

Die ME-Plots der Verteilungen F' € MDA (A) unterscheiden sich sowohl bei ,realitéitsna-
her” Wahl der Verteilungsparameter (linke Spalte)” als auch bei ,extensiver” Ausnutzung
der Skalenparameter im Sinne einer hoheren Varianz (rechte Spalte)® deutlich von dem
empirisch festgestellten Verlauf der Exzefimittelwerte von Logrenditen. Im Gumbel-Fall

*Erhebungszeitriume: 02.01.1980 bis 02.07.1998 (Dow-Jones), 20.08.1993 bis 09.09.1998 (DAX), Stich-
probenumfinge: 4678 (Dow-Jones), 1271 (DAX) Logrenditen. Man beachte, dal Dow-Jones und DAX
Performanceindizes sind.

>Dieser Effekt ist insbesondere beim Dow-Jones-Index erkennbar. Man beachte, daB das Datenvolumen
in diesem Fall ca. 4-mal so hoch ist, wie beim DAX.

’Die Rolle des ME-Plots zur Ermittlung des MDA kann durchaus mit der des QQ-Plots zur Verifikation
der Anpassungsgiite im Rahmen eines parametrischen Fits verglichen werden.

"Bei Annahme normalverteilter Logrenditen betriigt die beim Dow-Jones-Index gemefene Tagesvolati-
litdt o = 0.01. Fiir gemischt-normalverteilte Logrenditen lassen sich hingegen folgende partielle Tagesvo-
latilitdten mit Hilfe der KQ-Methode feststellen: o1 = 0.008, o2 = 0.018 und o3 = 0.003. Siehe Anhang
A.

8Fiir normalverteilte Logrenditen wurde eine fiktive Tagesvolatilitéit von o = 0.02 unterstellt. Bei den
gemischt-normalverteilten Logrenditen wurden fiktive partielle Tagesvolatilititen von o1 = 0.01, o2 = 0.03
und o3 = 0.005 zugrundegelegt. Siehe Anhang A.
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konnen extreme Exzefmittelwerte unter Umstéinden relativ stark nach oben oder nach
unten ausreiflen, was mit der - bezogen auf die Schwelle v - kontinuierlich wachsenden
Varianz der empirischen EMF begriindet werden kann. In keinem Fall 148t sich jedoch
ein linearer Trend gegen unendlich feststellen. Dagegen 1483t sich anhand des simulierten
ME-Plots einer stabilverteilten Logrendite mit einem ,realitéiitsnahen” charakteristischen
Exponenten? von a = 1.8 (= F € MDA (®;3)) ein deutlicher linearer Trend gegen un-
endlich konstatieren (linke Spalte). Diese Tendenz verstéirkt sich, wenn man o = 1.5
(= F € MDA (®15)) setzt (rechte Spalte).

7.2 Schitzung der Flanke einer Verteilungsfunktion

Der Satz von PICKANDS-BALKEMA-DE-HAAN besagt, dafl sich die Exzefverteilung F¥~
ab einer hinreichend hohen Schwelle v mit Hilfe eines geeigneten Skalenwerts o (u) durch
Ge¢ (y/o (u)) approximieren lift:

F“_’(y)ng(ﬁ)’ 0<y<zxp—u, ugrof.
Im Hinblick auf die Approximation der Flanke der Exzefiverteilung ergibt sich daraus
unmittelbar:

(7.1) Y (y) =~ Ge¢ (J:(yu)> , 0<y<xp—u, ugroB.
Mit der Substitution y = 2 — u resultiert die verlagerte Exzeffverteilungsfunktion:°
(7.2) F'7 (r—u) ~ G <:Z(u1;> , u<z <z, ugrof.

Die verlagerte Exzefverteilungsfunktion ist die Verteilungsfunktion der Exzedenten von
11
u.

Mit!2
F(z)  P(X>z) PX>u+(x—u)
) ST PX >0 =P(X—-u>zxz—u|X>u)
= ?H(xu)%5€<%>, u<x<zxp, ugrob,

erhélt man
— (z—u

(7.3) F(x)zf(u)'ﬁ_)(ﬂc—@%F(u)-Gg(m

Man beachte, dafl sich die Approximation lediglich auf den Bereich [u, x| bezieht, d.h.
nur fiir Exzedenten von u giiltig ist.

>, u<x<xp, ugrob.

Formel (7.3) suggeriert nun eine plausible Schitzmethode fiir die Flanke von F:!'3

9Der beim Dow-Jones gemeBene charakteristische Exponent betriigt o = 1.785.

'""Engl.: Shifted Excess Distribution Function. Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 359.

UWenn Y der Exze8 tiber w ist, so ist u + Y der Exzedent von u.

12Vgl. Definition 5.2.1.

13Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 353f, Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 5f. und
McNeil/Saladin [48], S. 8.
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1. Man schiitze F' (u), also das Flankenvolumen an der Stelle w.

2. Man schitze die Flanke der verlagerten ExzeBverteilungsfunktion F'  (z — u) fiir
alle x € [u, zp|.

3. Man schiitze I (), also die Flanke von F an der Stelle x, durch Multiplikation der
in den beiden vorangegangenen Schritten gewonnenen Schétzer.

7.2.1 Schitzung des Flankenvolumens

Das Flankenvolumen wird in der Regel mittels der empirischen Verteilungsfunktion ge-
schitzt:14

= 1 n
Fo (u) = — Z 1x,50.
=1
Die Anzahl der Exzedenten von w ist binomialverteilt:

Kn(u) =Y lx,su~ B (n,F(u).
=1

Somit gilt

und

Var (Fo ) = var (K2t} - T 0T,

o~ —~

F,, (u) ist somit ein erwartungstreuer Schiitzer. Weiterhin ist F, (u) nach dem zentralen
Grenzwertsatz asymptotisch normalverteilt:

(w) (1 _ F(u))) n grof.

n

o (1) A.JN(M),

7.2.2 Schitzung der Flanke der verlagerten Exzef3verteilungsfunktion

Fiir die Schitzung der verlagerten Exzefverteilungsfunktion bietet sich Formel (7.2) als
geeignete Ausgangsbasis an:

Fo(x—u) = GE(:EAU>, u<z<ap, ugro,

" ol

~

= (1+E-$8u> , §E#£0,0>0, u<z<zp, ugroB.

Ly

Es werden also zuerst geeignete Schitzer Z und o fiir den Gestaltparameter £ und den
Skalenparameter o konstruiert, um sodann die realisierten Schitzwerte in die Flanke der
verallgemeinerten Pareto-Verteilung mit Lageparameter u einzusetzen.!

'4Vgl. Embrechts/Klippelberg/Mikosch [16], S. 354 und Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 6.
"In die Schitzung flieBen - wie noch gezeigt wird - lediglich die Exzedenten von u ein.
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7.2.3 Schitzung der Flanke

Der Flankenschiitzer F,, (x) ergibt sich schlieBlich als Produkt beider Teilschitzungen:

Fole) = Tul-G (54

ag

1
Kn = - € = ~
(7.4) = n(u).(1+£‘:zau> g, E#£0,0>0, u<z<zp, ugroB.

Werden Z und & als Schitzwerte und k als realisierte Anzahl der Exzedenten von u inter-

pretiert, so ist I, (z) eine verallgemeinerte Pareto-Verteilung mit dem Gestaltparameter
¢, dem Lageparameter

und dem Skalenparameter

denn

)=

_ (E>£ : (x—u)+% %: Z(as—u)—l-%

n o kN

7 (%)
= [1+¢ (x_U)jr%—i E
ZONE
~ w18 E\E _%
= |1+¢- ik dab 4
5 (8

I
—
+
o)
8
|
N
<
+
Q)
—~
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Ist die Schwelle u zu niedrig, so erhilt man einen stark verzerrten Flankenschiitzer, d.h.
der Bias

Bias(ﬁ(x) IF @) :E(ﬁ(;p) IF@)-F@), w<z<ar

weicht stark von Null ab, da die Konvergenz der Exzefiverteilung nach dem Satz von
P1CKANDS-BALKEMA-DE-HAAN noch nicht weit genug vorangeschritten ist. Ist die Schwel-
le allerdings zu hoch, so ist die Anzahl der Exzedenten von u zu klein und damit fliefit in
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die Schitzung von £ und o nur eine geringe Datenmenge ein. Dies fithrt zu einer hohen
Varianz des Flankenschitzers. Es existiert also offenbar ein Trade Off zwischen Bias und
Varianz,'6 wobei der Zusammenhang besonders gut am Mean-Squared-Error

E|(Fo@-T@) 117 @)

MSE (F (2) || F(2))

Mean-Squared-Error
= Var (Fol@) | F@) + (E(Fa@) - Fl@) | F@))’

v Vv
Varianz Bias

gezeigt werden kann. Die theoretisch optimale Kombination von Bias und Varianz ist
gerade dann erreicht, wenn der Mean-Squared-Error minimal ist.

7.3 Ermittlung der kritischen Schwelle

Von zentraler Bedeutung ist die richtige Wahl der Schwelle u. Formel (5.9) auf S. 35 besagt,
dafl der Exzefmittelwert einer Verteilungsfunktion F' € MDA (H¢) ab einer hinreichend
hohen Schwelle u approximativ linear ansteigt. Diese Erkenntnis wird genutzt, um anhand
der empirischen EMF jene Stelle ausfindig zu machen, ab der £ (v) quasi-linear ansteigt.
Die betreffende Stelle wird im folgenden als kritische Schwelle bezeichnet. Zu diesem
Zweck wird ein ME-Plot erzeugt und jene realisierte Ordnungsgrofie x(;+) gesucht, ab der
die Punktwolke der empirischen Exzefimittelwerte das lineare Bildungsgesetz widerspie-
gelt.!” Man hat in x(;+) dann jene kritische Schwelle gefunden, ab der eine Approximation

von F'' (z — u) durch @E ((x —u) /o) in statistischer Hinsicht zu rechtfertigen ist.

Beispiel 7.3.1 Betrachtet werden die Daten aus Beispiel 6.2.1. Es resultiert der folgende
ME-Plot der negativierten Logrendite:

0,05

I=}
®

1=}
8

/.
’
¢

/

o’
i

ExzeRmittelwert
o
S

e

o
4

:—-———-""/

0 . . . . .
u
0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04
negativierte Logrendite

Abb. 7: Ezxplorative Ermittlung der kritischen Schwelle.

Es lifit sich also eine kritische Schwelle w identifizieren. Im wvorliegenden Fall wurde
u = T4p29) = 0.023554 gewdihlt. Die Punktwolke wird allerdings immer diffuser, je wei-
ter man sein Augenmerk nach rechts richtet. Dadurch fdllt es zunehmend schwerer, den
theoretischen Verlauf der EMF anhand der empirischen Daten nachzuvollziehen. O

'6ygl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 341 und S. 355.
'"Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 355, Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 6 und Mc-
Neil/Saladin [48], S. 6.
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Oftmals besteht die Schwierigkeit darin, die kritische Schwelle ,rechtzeitig” zu finden, be-
vor der mit fortschreitender Schwelle immer diffuser werdende Verlauf der empirischen
EMF das Auffinden des affinen Bildungsgesetzes unmoglich macht.'® Insbesondere sei
betont, daf es keine objektive kritische Schwelle gibt. Vielmehr ist die hier dargestellte
explorative Methode sehr stark von der subjektiven Wahrnehmung des Betrachters ab-
hiingig. '

7.4 Schitzung des Value-at-Risk

Zum Zwecke der VaR-Schitzung benttigt man einen geeigneten Schiitzer fiir das (1 — p)-
Quantil der Logrenditeverteilung. Durch die Festlegung

=

p= Py (LogRaR,) = -

- L/R\R — B —
Knn(U)'<1+f‘ ogRaR,, u) 7 p<Fn(u):K"(u)

und einfaches Umformen des Flankenschiitzers (7.4) ergibt sich:?

__ 5 (7 pon ) _
LogRaRa:w%((If—@)) 1), p< Ty = 22l

Nach Anwendung der Formel (4.2) auf S. 22 folgt unmittelbar der gesuchte VaR-Schitzer:

\aﬁp (v) = v <1 — exp (—L@Rp»

_ P N N oo N Kn (u)
(7.5) = v(l p( <u+E <<Kn(u)> 1>>>>, p < - , v >0,

wobei fiir v der aktuelle Portefeuillewert eingesetzt wird.

18V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 296 und 355f.

19V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 356.

20Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 354, Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 6. und
McNeil/Saladin [48], S. 10.



Kapitel 8

Ermittlung des SR mit der
POT-Methode

8.1 MDA einer Shortfall-Verteilung

In Abschnitt 4.2.2 wurde gezeigt, wie der SR prinzipiell ermittelt werden kénnte, wenn
alle Momente der Shortfall-Verteilung

LogRaR,—

F (L — F_x (L
o (4) = % (LogRaR,, +y) % (LogRaR,)

F_x (LogRaR,) ’

y=>0

endlich definiert wiren. Es ist jedoch davon auszugehen, daf} sich die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen negativierter Logrenditen im MDA der Fréchet-Verteilung befinden, wie in

Beispiel 7.1.1 gezeigt wurde.! Aus F_, € R_o (o > 0) folgt FE;gRaRp 7 € R_q, denn
LogRaR,_ — — —
- Fooo ™ (ty) . }i_m (LogRaR,, +ty) / f_m (LogRaR,,)
y—o0 FE;gRaRPH (1) y— F_g (LogRaR, +y) /F_x (LogRaR,)
. F_x (LogRaR,+ty)
= lim — =t
y— F_y (LogRaR, +y)

LogRaR,—
R
nicht alle Momente existieren. Somit muf} fiir die Berechnung des SR auf die TAYLOR-

Approximation laut Formel (4.4) auf S. 25 verzichtet werden, d.h. der Erwartungswert

E (exp(—Y)) als Bestandteil des SR mufl ohne Riickgriff auf die Momente hergeleitet
werden.

In Verbindung mit Proposition 5.5.3 erhilt man damit die Erkenntnis, daf fiir F'

Vgl. auBerdem Anhang C.

63
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8.2 Approximation einer Shortfall-Verteilung

Durch Riickgriff auf die Exzefiverteilung F“— 1488t sich die Shortfall-Verteilung FE;gRaR” -

folgendermaBen herleiten:?
F_ (LogRaRp +y) —F 5 (LogRaRp)
F_x (LogRaR,)
F_x (u+ (LogRaR, —u) +y) — F_x (u+ (LogRaR,, —u))
F_p (u+ (LogRaR, —u))
= ((LogRaRp —u) + y) — Fv~ (LogRaRp —u)

= —u— ) >0
F" " (LogRaR, —u) Y

LogRaR —
F g Ty =

Mit Hilfe der Approximationsformel (5.5) auf S. 30 resultiert daraus:?

Ge ((LogRaRp —u)+y> e (LogRaRp —u)

o(u) o(u)

LogRaR, —
F—fﬁ : (y) ~ a LogRaR,, —u ’ y=0.
(o)

In der Beweisfithrung zu Satz 5.3.3 wurde gezeigt, dafl die Exzefiverteilung einer verallge-
meinert Pareto-verteilten Zufallsvariablen mit den Parametern ¢ < 1, y = 0 und ¢ > 0
wiederum eine Pareto-Verteilung ist und zwar mit den Parametern &, 4 und &-v+ o, wobei
v die ExzeBschwelle symbolisiert.* Damit gilt

LogRaR,— Y
F P () ~ G , > 0.
3 ) ¢ (5 (LogRaR,, —u) 4 o (u)) V=

8.3 Approximation des Erwartungswertes von exp (—Y)

Die Formel fiir den unbedingten SR lautet:”
SR, (v) = v (1 —exp (—LogRaR,) - E (exp (=Y))) .

Es wird also der Erwartungswert von exp (—Y') benotigt:

+oo
E(exp(=Y)) = / exp(—y) A7 (1)
0
+oo
~ exXp (— - '
~ O/ p(—y) dG <§(LogRaRpu)+a(u)>

2Vgl. die Beweisfithrung zu Satz 5.3.5.

3Man geht hierbei implizit von LogRaR,, > u aus, womit die Anwendung der Approximationsformel
(5.5) zuléissig ist.

4Vgl. Abschnitt 5.3.2, S. 33.

®Vgl. Formel (4.3) auf S. 24.
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Es empfiehlt sich, £ (LogRaR, —u)+ o (u) durch ¢’ zu substituieren. In der Riemannschen
Version des obigen Integrals ergibt sich somit

“+00

Bleny)= [eo@ (e L) a
0

Substitution von 14§ - % durch z ergibt

14

(8.1) E (exp (=Y)) = % - 7ooexp <—% (@ — 1)) 2t
1

Die zentrale Frage ist, ob das Integral (8.1) konvergiert, m.a.W. ob der SR im analytischen
Sinne existiert. Dazu betrachte man den folgenden Satz.5

Satz 8.3.1 Seien zwei positive Funktionen f und g gegeben, welche beide auf dem Intervall
[a, +o0| definiert sind. Gilt

f (x)
g(z)

—r >0, T — 00,

dann konvergiert f;roo f(z) dx genau dann, wenn f:oog (x) dx konvergiert. Im Falle

T@ o s

g(x)
konvergiert [7° f (x) dx, wenn [ g (x) da konvergiert. O
Beweis: Siehe Heuser [29], S. 482.7 [

e —1)) / )
lim eXp( é(x )) i :exp<—%(x—1)>-x5+1:0, VE<T, £€#0

folgt aus Satz 8.3.1 die Konvergenz von

“+o00

/ exp (% (- 1)) 2t g

1

und damit auch die Konvergenz von E (exp (—Y)). Der Shortfall-Risk kann numerisch
ermittelt werden.

5Vgl. Heuser [29], S. 482.
"Der Beweis stiitzt sich auf das Majorantenkriterium (vgl. Heuser [29], S. 482) und erfolgt analog zum
Beweis des Grenzwertkriteriums fiir Folgen (vgl. Heuser [29], S. 205).
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8.4 Schitzung des Shortfall-Risk

Die vollstidndige Formel fiir den SR lautet:

+oo
SR, (1) = (1 exp (—LogRaR,,) ‘ /exp <1/ (2 — 1)> e d:r)

3 J ¢
— (1 _ exp (— LogRaR,,)
3
+o00
ot (om0
1

—+00

: / exp (<u +1log (1 — RaR,) — #) (z — 1)) g daz)

1

Damit ergibt sich der SR-Schéitzer:

3

+0o0 N )
(8.2) . / exp <(u + log (1 — R/a?{p> — %) (x — 1)) € dm) , v >0,

S/l?{p(v) = v(l—




Kapitel 9

Schitzung des (Gestaltparameters

9.1 Uberblick

In diesem Kapitel wird auf die Ermittlung des Gestaltparameters & und des Skalenpara-
meters o eingegangen.! Es lassen sich drei Ermittlungsansitze unterscheiden:

1. Semiparametrische Ermittlung von £ auf der Grundlage von Upper-Order-Statistics

(a) Pickands-Schétzer
(b) Hill-Schétzer
(c) Deckers-Einmahl-de-Haan-Schétzer

2. Parametrische Ermittlung von ¢ auf der Grundlage der GEV (Blockmaxima-Ansatz)

(a) Maximum-Likelihood-Methode
(b) Methode der wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente

3. Parametrische Ermittlung von £ und ¢ auf der Grundlage der GPD (POT-Ansatz)

(a) Maximum-Likelihood-Methode
(b) Methode der wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente

Der semiparametrische sowie der Blockmaxima-Ansatz werden nur kurz erldutert. Inter-
essanter ist die Frage, wie £ im Rahmen des POT-Ansatzes, also auf Basis der verallgemei-
nerten Pareto-Verteilung, ermittelt werden kann. Damit 148t sich ndmlich unmittelbar auf
die in Kapitel 7 gewonnenen Ergebnisse zuriickgreifen. Daher werden zwei grundlegende
Methoden zur simultanen Ermittlung des Gestalt- und des Skalenparameters der verall-
gemeinerten Pareto-Verteilung, die Mazimum-Likelihood-(ML-) Methode und die Methode
der wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente?, ausfiihrlich vorgestellt und diskutiert.

'In der Literatur genieft die Ermittlung von £ ein vorrangiges Interesse, denn der Gestaltparameter
bestimmt den MDA der Verteilung.
2Engl.: Method of Probability Weighted Moments.

67
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9.2 Upper-Order-Statistics-Ansatz

Mit dem Upper-Order-Statistics-Ansatz werden die k héchsten Ordnungsgrofien betrach-
tet.> Theoretisch wird dabei eine groBe Zahl k, jedoch ein kleiner Anteil k/n vorausge-
setzt:!

n

k(n) — oo, — 0.

Mit der Bedingung k (n) — oo wird das Ziel verfolgt, die Varianz des £-Schitzers zu mi-
nimieren. Andererseits mufl k£ (n) jedoch im Verhiltnis zu n klein sein, damit lediglich die
realisierten Extremwerte in den Kalkiil einflieBen.® Eine bestimmte Methode produziert
also keinen einheitlichen Schétzer &, sondern vielmehr eine Schitzerfolge £,. Man kann
zeigen, dafl mit iiberproportional steigendem k zwar die Schitzervarianz abnimmt, jedoch
der Schitzer zunehmend an Bias gewinnt. Das ist plausibel, wenn man bedenkt, dafl alle
Upper-Order-Statistics-Methoden durchweg auf Schlufolgerungen der Extremwerttheorie
basieren. Je mehr man sich jedoch den ,gewshnlichen” Ordnungsgréfien widmet, desto
mehr verschwinden die typischen asymptotischen Eigenschaften extremer Ordnungsgrofien
und dies fiihrt zu immer stirker verzerrten Schitzungen von £.9

9.2.1 Pickands-Schitzer

Es wird lediglich & € IR vorausgesetzt. Der Pickands-Schiitzer lautet:”

EPickands log (X(ng1-k) — Xny1-28) — 108 (X(ns1-2k) = X(nt1-a8)) j < {Q}
¥ . log (2) ’ '

Die kleinste Ordnungsgréfie, die beim Pickands-Schiitzer noch beriicksichtigt wird, ist also
die 4k-grofite Ordnungsgrofe.

9.2.2 Hill-Schitzer

Der Hill-Schétzer geht von ¢ > 0 aus. Es wird also der Fréchet-Fall F' € MDA (®,)
vorausgesetzt. Er lautet:®

k

~mil 1

§x = T Zlog (Xnt1-0)) —log (X(nt1-1)) -
i=1

3Engl.: Upper Order Statistics.

*Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 326 und Pickands, S. 121.

*Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 326.

%Diesen fiir die gesamte Extremwerttheorie grundlegenden Bias-Varianz-Trade-Off diskutieren Em-
brechts/Kliippelberg/Mikosch [16] auf S. 341fF.

"Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 328.

8Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 330.
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9.2.3 Deckers-Einmahl-de-Haan-Schitzer

Es wird wie beim Pickands-Schitzer lediglich ¢ € IR vorausgesetzt. Der Deckers-Einmahl-
de-Haan-(DEdH-)Schiitzer lautet:”

~DEdH 1 [ H? !
fk —1+H1+§(F2_1> )
mit
L&
H; E ; IOg X(n+1 z)) log (X(n k)))
und
1 & 2
=z > (log (X(us1-9) — 108 (Xu-1y))

=1

9.3 Blockmaxima-Ansatz

Im Gegensatz zum Upper-Order-Statistics-Ansatz konzentriert man sich bei der Blockma-
xima-Methode lediglich auf das Stichprobenmaximum. Die Blockmaxima-Methode stammt
aus der Hydrologie'® und stiitzt sich auf den Satz von FISHER-TIPPETT. Dabei wird ver-
sucht die verallgemeinerte Extremwertverteilung an die empirische Verteilung bestimmter
Stichprobenmaxima mittels der ML- oder der PWM-Methode anzupassen.!! Insofern han-
delt es sich also um einen parametrischen Ansatz. Als Datenbasis nimmt man die Zeitreihe
téglicher negativierter Logrenditen und bildet sogenannte Bldocke, d.h. man teilt die n Da-
ten der chronologischen Abfolge entsprechend in m gleichméchtige Teilmengen ein und
ermittelt dann fiir jede Teilmenge das jeweilige Stichprobenmaximum. Sind die Blocke
hinreichend grof}, so besagt der Satz von FISHER-TIPPETT, dafl das auf geeignete Weise
standardisierte Blockmaximum asymptotisch verallgemeinert extremwertverteilt ist. Der
Parameter ¢ bezieht sich dabei a priori auf die annahmegemifl stationéire Randverteilung
der negativierten Logrendite. Da die betrachteten Blocke lange Perioden darstellen, ist
von approximativ unabhingigen Blockmaxima auszugehen und die ML-Methode kann in
ihrer einfachsten Form angewendet werden.

Probleme theoretischer Natur ergeben sich allerdings bei Annahme eines bedingt hete-
roskedastischen Prozefles der Logrendite. Zwar sind die Voraussetzungen von FISHER-
TIPPETT weiterhin erfiillt, d.h. die standardisierten Blockmaxima konvergieren nach Ver-
teilung gegen die verallgemeinerte Extremwertverteilung, jedoch fithren die in diesem Fall
entstehenden Volatilitidtscluster zu einem anderen Grenzverhalten als bei unabhingigen
Logrenditen. Man kann jedoch zeigen, dafl die Autoregressionsintensitit, m.a.W. das po-
tentielle Ausmaf} der Volatilitéitscluster, zwar einen Einfluf§ auf Lage und Skala der Grenz-
verteilung hat, jedoch nicht auf deren Gestalt.!? Folglich wird der Parameter & durch die
Randverteilung des bedingt heteroskedastischen Prozefies eindeutig bestimmt, womit die
Blockmaxima-Methode auch bei Annahme eines GARCH-Prozefes zu rechtfertigen ist.'?

9Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 339f.

10V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 317 und sehr anwendungsbezogen Reiss/Thomas [57],
S. 95ff und S. 223ff.

"1Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 317f und S. 321fF.

12Vgl. McNeil [46], S. 9.

Y Fine sehr gute Einfiihrung in die hier dargelegte Methodologie bietet McNeil [46].
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9.4 POT-Ansatz

In die Schétzung der Parameter flielen - im Gegensatz zu den bisher dargestellten Schétz-
methoden - statt der Ordnungsgréfien nunmehr die Exzefle Y7, Yo, ... , Yy iiber u ein, wobei
k die realisierte Anzahl der Exzedenten von u symbolisiert. Die Stichprobe Y1,Y5,... Yy
ist zwar eine mit dem Wert —u transformierte Teilfolge von X7, Xo, ..., X,,, sie basiert
allerdings nicht auf der Randverteilung F', welche der Stichprobe X, X5,... , X, zugrun-
deliegt, sondern auf F*“ 7, also auf der Randverteilung der Exzefle iiber .

9.4.1 Maximum-Likelihood-Methode

Das von FISHER entwickelte Maximum-Likelihood-Prinzip'4 wird als bekannt vorausge-
setzt. Daher konzentrieren sich die folgenden Ausfiihrungen lediglich auf die praktische
Herleitung der ML-Schétzer und der Darlegung ihrer statistischen Eigenschaften.

9.4.1.1 Herleitung
Die Dichte der verallgemeinerten Pareto-Verteilung mit den Parametern € € IR, u = 0
und o > 0, lautet

1 CyyEl
gg,o,a(y)2{1(1+§ L)7TET 40

mit dem Triger

>0, £E>0
§:L‘<—%, £E<0

Die Gumbel-Dichte kann auch durch die Grenzbetrachtung
1 -1 1
—<1+£-£> ¢ H—~exp<—£), £E—0
o o o o

gewonnen werden.!® Gesucht wird nun der ML-Schitzer fiir das Parametertupel (§,0) €
IR x IR,. Die Likelihoodfunktion, d.h. die (approximative)'® gemeinsame Dichtefunktion
der k ExzeBe, lautet!”

k 1
1 Y\ "L
L& o lyy,... ayk):Hgﬁ,O,a(yi):H;(1+§';Z> :
i1

i=1
und die Log-Likelihoodfunktion ist

k
1 i
log L (&0 | y1,y2,--- yk) = — <1+E> -3 log (1+§-%) ~klogo.

=1

Vgl z.B. Bosch [9], S. 335f und Mood/Graybill [50], S. 178f.

15ygl. Abschnitt 5.4.2, S. 39.

16Man beachte, daB die verallgemeinerte Pareto-Verteilung die tatséichliche Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Exzefe lediglich approximativ widerspiegelt.

"Man beachte, da8 in die Schitzung lediglich die ExzeBe iiber u einflieBen, d.h. es gilt y; >0 (i = 1,2,
..., k). Somit ist die Likelihood-Funktion stets definiert.
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Die sich im Maximum von log L ergebenden Parameterwerte sind die gesuchten ML-
Schitzwerte £,,; und oasr, d.h. es gilt notwendigerweise

Olosl _ 1 y=), <1+g _i>_ L .Z<8ML+5 )‘1_0
o€ 22 s ML G 3 ; Yi ML

ML i=1 §ML i=1

und

810gL ZML 1 k a\ML -~ -1 k
80’ - = 1+/\_ Z - +§ML ——:0.

OML Evr/) i i OML

Die Losung muf auf numerischem Wege herbeigefiihrt werden.!® Angemefene Startwerte
konnen explorativ ermittelt werden, indem z.B. versucht wird, das (quasi-)affine Bildungs-
gesetz

E-v+o(u) 1S o (u)

der empirischen EMF anhand des ermittelten ME-Plots zu bestimmen.

E(utv) =

Beispiel 9.4.1 Man betrachte den in Beispiel 7.53.1 ermittelten ME-Plot. Die Steigung
der eingezeichneten Geraden betrigt etwa 3.26, wie sich anhand des Datenbefundes leicht
feststellen laft. Fin angemeflener Startwert fiir £ kann durch die Umformung

¢ 3.26
— ~32 ~ = 0.7652
e N8% — ¢~ s = 076526

ermittelt werden. Als Startwert fir & kommt damit 2.B. § = 0.75 in Frage. Die im
vorliegenden Fall ermittelte kritische Schwelle betrigt u := (4639 = 0.023554. Weiterhin

gilt g($(4629)) = 0.014925. Fiir o lif$t sich ein Startwert also mittels

0.014925 ~ ;I(Tué — o0 (u) ~ 0.014925 - (1 — 0.76526) = 0.0035035

bestimmen. Hier wdre ein angemeflener Startwert z.B. og = 0.003. O

9.4.1.2 Eigenschaften der ML-Schitzung

Fiir den Fall £ > —0.5 Lifit sich zeigen,'? dafl

(9.1) VE - ( ?‘ﬁ j ) N (-M'B,, MY, u<ap,

wobel

(1+¢&) 2(1+¢)

18Es empfiehlt sich, einen numerischen Algorithmus zu verwenden, bei dem sowohl das Iterationsverfah-
ren als auch die Startwerte frei gewé#hlt werden kénnen.
9Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 356 und Smith [63], S. 1178.

2
M‘l::<(1+§) (1+§))’ &> —05.
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By = (by (u),bs (u)) ist ein Vektor, der den Bias ausdriickt,?’ welcher mit wachsender
Schwelle u gegen den Nullvektor strebt.?! Im Falle exakt verallgemeinert Pareto-verteilter
Exzefle gilt also B, = 0 und man erhilt??

92 ﬂ(?ML‘f)LN((O),((”@Q 1+ ))
2 o)\ ave 2040

Das bedeutet also im wesentlichen

. 2
Gars ~ N (f, tha ) . krod

und
L2
omrp ~ N (a,%) , k grof3.

Die ML-Schiitzer sind aulerdem konsistent und asymptotisch effizient.?3

9.4.1.3 Test der Nullhypothese F' € MDA (A)

Eine wesentliche Begriindung des in dieser Arbeit dargelegten semiparametrischen Ansatz-
es besteht in der Hypothese, dal Logrenditezeitreihen fat-tailed sind. Es soll nun gezeigt
werden, wie diese Annahme empirisch iiberpriift werden kann.

Da Verteilungen F € MDA (¥,) stets einen endlichen rechten Endpunkt zp besitzen,?*
kommt der Weibull-Fall fiir Logrenditen nicht in Frage.?® Der a priori gegebene Para-
meterraum fiir £ ist somit [0, +oo[. Man kann sich also auf die einfache Nullhypothese
Hy: F € MDA (A) & € =0, m.a.W. auf die Falsifikation des Gumbel-Falls, beschrénken.
Ein asymptotischer Test auf Hy kann leicht aus der Konvergenzaussage (9.1) gewonnen
werden. Fiir die Verteilung von &,;;, unter der Annahme £ = 0 gilt damit

Enp ~ N (<bu, k7Y, k groB,
wobei by, := b1 (u) + bz (u) die Komponentensumme des Vektors B,, ist, mit
by — 0, U — Tp.

Wird EML als Testgrofle fiir die Nullhypothese Hy : F' € MDA (A) gewihlt, wobei Hy
abgelehnt wird, wenn &,,;; > K, so gilt fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art

P& >rll€=0)=1-P(&ur <k ll€=0) ~T (VE(+by)),

20Vgl. Abschnitt 7.2.3, S. 60 und Abschnitt 9.2, S. 68.

21Vgl. Smith [63], S. 1178ff.

22V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 357 und McNeil/Saladin [48], S. 9.

#3Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 357. Mithin sind Konsistenz und asymptotische Ef-
fizienz allgemeine Eigenschaften von ML-Schitzern (vgl. Bosch [9], S. 340 und Mood/Graybill [50], S.
185).

21Vgl. Abschnitt 5.3.1, S. 31 .V.m. Abschnitt 5.3.2, S. 35.

?Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 136.
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woraus fiir das Signifikanzniveau 7 der kritische Bereich

o (1—
n:M—bu,—i-oo

VEk
resultiert. Mit einer hinreichend hohen Schwelle u kann Hy also im Falle
> o (1 —n)
> - ~ 7
EML \/E

abgelehnt werden.?¢

Beispiel 9.4.2 Fiir den Dow-Jones und den DAX ergeben sich folgende Anpassungen der
verallgemeinerten Pareto-Verteilung an die jeweilige empirische ExzefSverteilung:

1 . 0 1
09
08

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07

y Y
(Dow Jones) (DAX)

Abb. 8: GPD-Fit an die empirische ExzefSverteilung negativierter Logrenditen
(links: Dow-Jones, rechts: DAX).

Beim Dow-Jones wurden 49 Ezzedenten bei einer kritischen Schwelle w = 0.023554 in die
Rechnung einbezogen, beim DAX waren es 62 Exzedenten und u = 0.018337. Die mat
der ML-Methode ermittelten Parameterwerte lauten fir den Dow-Jones §yrp, = 0.81333
und oy = 0.0048413 wund fiir den DAX &y, = 0,16256 und oy, = 0,0078980. Hy
kann fir den Dow-Jones auf einem Signifikanzniveau von 0. 1% abgelehnt werden, denn
EML > & (1 —0.001) /v/49 = 0.44146. Fiir den DAX kann Hy hingegen nicht auf einem
akzeptablen S@gmﬁkanzmveau abgelehnt werden. Selbst bei einem Signifikanzniveau von
10% unterschreitet SML die kritische Grenze &~ (1 —0.1) /v/62 = 0.16276. O

9.4.1.4 Intervallschitzung fiir £

Unterstellt man eine hinreichend hohe Schwelle u, so kann ein asymptotisches Konfidenz-
intervall auf dem Niveau 6 folgendermassen aus der Konvergenzaussage (9.2) konstruiert

werden:
VE (€urz —¢€)

§ = &(@ ()~ P <

= (0)

VE + & (0

20In Anhang C werden die Ergebnisse des Tests auf dem Signifikanzniveau n = 5% dargelegt. Zur
Uberpriifung der Fat-Tails-Hypothese wurden die 30 deutschen DAX-Aktien herangezogen. Die Hypothese
Hy: F € MDA (A) wird abgelehnt, m.a.W. die Fat-Tails-Hypothese H; : F € MDA (®4) (a > 0) wird
angenomimen, wenn §ML den Wert x = 1. 64485/\/E iiberschreitet.

= P(ﬁIEML_qzz(e) gg), 6 €10,1[, k groB.
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Besteht nach der explorativen Untersuchung eines ME-Plots und anschlieendem Test auf
die Nullhypothese F' € MDA (A) also die Vermutung F' € MDA (®,,), so erhélt man mit

VE -y — @ (0)
Vi + & (6)

, T00
ein einseitiges asymptotisches #-Konfidenzintervall fiir £ = 1/a.%7

9.4.2 Methode der wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente

Die Methode der wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente beruht auf HoSKING /WALLIS/
Woo0D.?® Die genannten Autoren bezeichnen

Wr st ::E(XT-FS (x)~?t (x)), r,s,t € R

allgemein als wahrscheinlichkeitsgewichtetes Moment?® 30 da die Zufallsvariable X nicht
wie beim gewohnlichen Moment isoliert integriert wird, sondern eine Gewichtung anhand
der Wahrscheinlichkeiten F (z) und F (x) erfolgt.®! Die Momente wyroo (r=1,2,...)
reprisentieren dabei die gewohnlichen Momente.

9.4.2.1 Motivation

Der groie Vorteil der PWM-Methode ist algebraischer Natur, denn die wahrscheinlich-
keitsgewichteten Momente w150 oder wy s weisen in der Regel eine - im Gegensatz zu
den gewohnlichen Momenten w, g o - einfache mathematische Struktur auf, wenn die Inver-
se von F in geschloBener Form existiert.>? In diesem Fall kann eine praktische Beziehung
zwischen den Momenten und den Parametern auch bei einer hsheren Ordnung s bzw. t
hergestellt werden, denn es gilt

+oo 1
W1,5,0 = /:L“-FS(:L“) dF(x):/F“(;v)-xs dx
e 5
und
+00 1 1
Wy, = /wft(x) dF(x):/F%(x)-(l—x)t dx:/F%(l—x)-xt dz,
—o0 0 0

d.h. die Riemannschen Integrale kénnen mit elementaren Mitteln berechnet werden. Der
folgende Satz unterstreicht diesen Sachverhalt.

?"Man kann im Prinzip stets von & < 1 ausgehen, denn im Falle £ > 1 besiBe die Verteilungsfunktion
der Logrendite keinen endlichen Erwartungswert. Vgl. Satz 5.5.4 auf S. 43.

28V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 321. Hosking und Wallis entwickelten diese Methode in
erster Linie zur Losung hydrologischer Problemstellungen und gingen von einem in diesem Bereich iiblichen
Intervall —0.5 < £ < 0.5 aus. Vgl. Hosking/Wallis [31], S. 340 und Hosking/Wallis/Wood [32], S. 252.

29Engl.: Probability Weighted Moment (PWM).

30V gl. Hosking/Wallis [31], S. 341 und Hosking/Wallis/Wood [32], S. 252.

31 I bezeichne die Verteilungsfunktion von X.

#2Vgl. Hosking/Wallis/Wood [32], S. 252.
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Satz 9.4.1 X sei verallgemeinert Pareto-verteilt mit den Parametern € < 1, = 0 und
o > 0. Dann gilt33

v ‘:“’LOFE<X' (@ @))) - @TrDericy 20

Beweis: Es gilt

e o @) d05) - [ (-ee(E) woe(2)

Durch die Substitution z = o - G (y) ergibt sich

1

1
wt=/0~GZ(y)~(1—y)t dy:a-/G?(y)-(l—y)t dy.
0 0

Die Inverse der verallgemeinerten Pareto-Verteilung lautet fiir £ # 0:

(1—y) *-1

Ge (y) = ¢

Daraus resultiert
1
1—y)c—1
wtza-/%-(ly)t dy
0

und nach der Substitution 1 —y = x schliefllich

1

/x5—1 . o |:l.t+1§ 217
wy = 0O- -zt dr = —

T

€ lt+1—-¢ t+1),

_ o 1 _ 1 _ o
S (t+1§ t+1>_(t+1)(t+1§)‘

Ist £ = 0, so lautet die Inverse der verallgemeinerten Pareto-Verteilung —log (1 — y). Es
158t sich leicht nachweisen, daf} in diesem Falle

gilt, womit Satz 9.4.1 bewiesen ist. |

Wiéhrend w; laut Satz 9.4.1 eine sehr einfache Form besitzt, ist das r-te gewohnliche

Moment einer verallgemeinert Pareto-verteilten Zufallsvariablen X im Gegensatz dazu
durch
r T -1 _ 1
E(X")=—2_. (€ fl")m!, f<Z. relN
gt r(1+¢h r

33Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 165.
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gegeben, wobei I' die EULERSCHE Gammafunktion

—+00

I'(z):= / exp (—2) - 2%t dz, x>0
0

darstellt.?*

9.4.2.2 Herleitung

Fiir die Schiitzung der Parameter einer verallgemeinerten Pareto-Verteilung mit Lagepa-
rameter 4 = 0 bieten sich die wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente w; an, wobei zur
Ermittlung der gesuchten Schitzfunktionen lediglich wp und w; benétigt werden. Durch
einfache Umstellung des Gleichungssystems

o A o
wy = —— w = ————
1-¢ 2(2-9¢)
resultieren die Schiitzfunktionen®?
i~ wo — 4w1
wg, W) = —————
Epw o (wo, w1) wo — 2us
und
~ 2wowy
opwu (wo,wy) = ———.
wo — 211}1

Gemif} des Prinzips der Methode der Momente miissen die theoretischen Momente wg und
w1 zur Ermittlung der Schiitzer durch ihre empirischen Aquivalente @y und 0 ersetzt wer-
den, wobei HOSKING/WALLIS/W00DS auf die erwartungstreuen Formen zuriickgreifen.
W ist dabei der Exzefimittelwert {iber der Schwelle w:

+o00 “+o0 k
I —_— 1 1 —
wo::/de#_’(y):E-/yd ZﬂYiﬁy:E'ZY(i)ZY.
0 0 i=1 i=1

Das verzerrte empirische Moment w; ergibt sich aus folgender Rechnung;:

+oo +o0o

o= [v(-FEw) dFEw =1 [v(-FE W) d 3l
0 0 =1

1 /\ 1 k . 1 k ’
= ;'ZYm'(lFF(%)))Z;'Z%'(lé)Zﬁ" (k= 14) - Y.

=1 =1

Die erwartungstreue Form des empirischen Moments ergibt sich durch Multiplikation mit
k/(k—1):3

k .
N k _ 1 k—1
“ﬂ-—m'“ﬂ—z'z Fo1 Yo

#Vgl. 2z.B. Walter [65], S. 330.
35‘Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 358.
%Vgl. Hosking/Wallis [31], S. 341 und Hosking/Wallis/Woods [32], S. 252.
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Die PWM-Schitzer fiir £ und o sind somit

/g ?
PWM = =

und

Beispiel 9.4.3 Die PWM-Schditzwerte fiir die Erzefverteilung des Dow-Jones und des

DAX lauten: EPWM = 0.63643 und opwr = 0.0054263 (Dow-Jones), §pWM =0,19733
und OPWM — O 0075537 (DAX) Q



Kapitel 10

Fallstudie

Betrachtet wird folgendes Portefeuille:

Portefeuillebestandteile | Anzahl | Preis' | Wert (in Euro)
BASF 1300 | 40.30 52390
BMW 7000 | 28.21 197470
Deutsche Bank 1500 66.18 99270
US-Dollar 85000 | 0.9252 78642

> 427772

Tab. 3: Fiktives Portefeuille.
Auf Basis der historischen Preise pgk) aller im Portefeuille enthaltenen Finanztitel konnte
der historische Wertverlauf des betrachteten Portefeuilles nachgebildet werden:

K
v = Za(k)p,gk).
k=1

Als Zeiteinheit wurde ein Handelstag gewiihlt. a(®) symbolisiert die Anzahl der Porte-
feuillekomponenten der Klasse k£ und K ist die Anzahl der im Portefeuille enthaltenen
Klassen. Anschlielend wurde die Zeitreihe der Logrenditen ermittelt, negativiert und in
aufsteigender Reihenfolge sortiert. Daraus lief sich der ME-Plot konstruieren, woraus die
kritische Schwelle u abgeleitet wurde.

0,035

0,03 |-

0,025 -

0,02 -

0,015 -

ExzeRmittelwert

001 i

0,005 _"____,,,____/,:f' A

0 0,005 0,01 u0,0']5 002 0025 003 003 004
negativierte Logrendite
Abb. 9: ME-Plot eines fiktiven Portefeuilles.

'"Kurse in Euro, Zeitpunkt: 21.10.1999, 19:00 Uhr MEZ, Bérsenplatz: Frankfurt a.M.

78
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Im vorliegenden Beispiel wurde als kritische Schwelle u = z(1220) = 0.012829 gewéhlt. Die
Anzahl der Logrenditen betrug n = 1269 und damit ergaben sich 49 Exzefle iiber der
Schwelle u.

Die mit der ML.-Methode geschiitzten Parameter der verallgemeinerten Pareto-Verteilung
lauten:?

Sy = 0.26463,
vz = 0.0042581.

Die PWM-Schitzwerte lautet hingegen:

Spwy = 0.31233,
opwm = 0.0039311.
Im folgenden wird fiir die Ermittlung der Portefeuillerisikomafle die Shortfall-Wahrschein-

lichkeit p = 0.001 zugrundegelegt. Der mit Hilfe der ML-Methode geschitzte VaR lautet
dann:?

0.0042581
0.26463

(=)

= 427772 -0.038299 ~ 16383 (Euro).

VaRy oy (427772) = 427772 (1 ~exp (— (0.012829 +

Mit der PWM-Methode erhilt man weiterhin:

0.0039311
0.31233

(ot ™)) )

= 427772 0.038866 ~ 16626 (Euro).

— PWM
VaR go; (427772) = 427772 (1 — exp ( <0.012829 +

Tritt ein 4-Jahre-Shortfall ein, so wird mit dem vorliegenden Portefeuille also mindestens
ein Wertverlust von approximativ 16383 Euro bzw. approximativ 16626 Euro realisiert.

Der geschitzte SR betrigt*

=ML 1 —0.038299
o 0.0042581

1
B o dx)
= 427772 -0.052508 ~ 22462 (Euro)

?Mithin kann die Nullhypothese Ho : F € MDA (A) fiir das fiktive Portefeuille auf einem Signifikanz-
niveau von 5% abgelehnt werden, denn ZML > k= 1.64485/1/49 = 0.23498.

3Vgl. Formel (7.5) auf S. 62.

*Vgl. Formel (8.2) auf S. 66. Der Integralterm kann mit Hilfe giingiger Computeralgebraprogramme
gelost werden.
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bzw.
—~ PWM 1 — 0.038866
T 0.0039311
: 012829 + log (1 — 0. kit [ VR |
/exp((OO 820 + log (1 - 0.038566) — 0= )(:p ))

1
1
.p~03izss ! d;p)

= 427772 -0.055360 ~ 23682 (Euro).

Unter der Bedingung, daf} ein 4-Jahre-Shortfall eintritt, hat der Anleger also mit einem
Wertverlust von 22462 Euro bzw. 23682 Euro zu rechnen.

Diese Fallstudie soll die Bedeutung des Shortfall-Risk-Konzeptes unterstreichen. Verfolgt
eine Institution das Ziel, Liquiditédtsengpifle im Katastrophenfall zu vermeiden, so geniigt
es nicht, den VaR als Liquiditétsreserve zu halten. Vielmehr ist eine Orientierung am SR
sinnvoller.



Kapitel 11

Giitevergleich der
VaR-Ermittlungsansatze

In diesem Kapitel werden die in Kapitel 6 vorgestellten Ansitze zur Ermittlung des VaR
getestet und einem Giitevergleich unterzogen.

11.1 Konzeptionelle Grundlagen

In technischer Hinsicht geniigt die Ermittlung des relativen Portefeuillerisikomafles RaR.
Die Berechnung des vom Anlagevolumen abhiingigen VaR wire prinzipiell auch moglich,
jedoch hitte die Wahl eines bestimmten Anlagevolumens keine Auswirkung auf die Giite
der einzelnen Ermittlungsansitze.!

Der nonparametrische Ansatz? wird in Form einer empirischen Quantilschiitzung getestet,
dem parametrischen Ansatz® liegt die N-Hypothese beziiglich der Logrenditen zugrunde
und der semiparametrische Ansatz basiert auf der POT-Methode*. Bei der semipara-
metrischen Ermittlung des VaR werden die ML- und die PWM-Methode zur Schéitzung
der Parameter £ und ¢ herangezogen. Somit ergeben sich insgesamt vier Methoden zur
Ermittlung des VaR.

Um Fat Tails zu simulieren, wird auf die Annahme stabilverteilter Logrenditen zuriickge-
griffen. Die von MANDELBROT und FAMA eingefiihrte a-stabile Verteilungsfamilie® eignet
sich besonders gut, um Fat Tails mit beliebiger Ausprigung zu modellieren. Je Simula-
tionsdurchlauf erfolgen n unabhéngige Ziehungen auf der Grundlage einer vorgegebenen
stabilen Verteilungsfunktion mit Skalenparameter ¢ = 0.005,% welche die Rolle der statio-
néren Randverteilung der Logrendite iibernimmt.

Als Giitekriterien werden der Bias und der Mean-Squared-Error (MSE) bzw. dessen Qua-
dratwurzel herangezogen, um die diversen Methoden bei vorgegebener stabiler Verteilung

"Mithin kann der RaR als VaR einer Finanzanlage mit dem Volumen v = 1 interpretiert werden.

2Vgl. Abschnitt 6.1, S.45fF.

3Vgl. Abschnitt 6.2, S. 51fF.

1Vgl. Abschnitt 7, S. 56ff.

®Vgl. Fama [22] und Mandelbrot [42].

b¢ ist der Skalenparameter der Logrenditeverteilung. Beim Dow-Jones-Index wurde fiir ¢ ein Wert von
0.005 ermittelt. Dieser kann daher als repriasentativ angesehen werden. Beziiglich der Schétzmethode siehe
Bratley /Fox/Schrage [10], S. 155.

81
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untereinander zu vergleichen. Bias und MSE bieten sich allerdings nicht an, wenn die
Giite der VaR-~Schitzung auf Basis einer vorgegebenen Methode, jedoch bei Variation der
zugrundeliegenden stabilen Verteilung beurteilt werden soll,” denn der Wechsel der Ver-
teilung fiihrt zugleich zu einer Anderung des gesuchten RaR. Sowohl Bias als auch MSE
miissen zu diesem Zweck in einer auf den RaR bezogen relativen Form wiedergegeben
werden:®

PR Bias f@
RaR, — RaR, | RaR, | = ( p)
RaR, RaR,

RBias (fﬁ@) =F (

und

- = 2 MSE (f(éﬁ{ )
RMSE (RaR, ) := (M) | RaR, | = —— "2
RaR, RaRj
Zum Zwecke der Simulation kann von symmetrischen Logrenditeverteilungen ausgegangen
werden. Dariiber hinaus hat die Wahl des Verteilungszentrums keine Auswirkung auf
die Giite der VaR-Ermittlung. Durch eine Modifikation des Verteilungszentrums findet
lediglich eine Verlagerung der Verteilung statt. Weder die Gestalt £ noch die Skala o
der Logrenditeverteilung werden dadurch tangiert. Ebenso wenig héngt die Giite einer
Quantilschitzung im Rahmen der empirischen Methode als auch die des parametrischen
Fits einer Normalverteilung von dem Verteilungszentrum ab. Damit kann man sich bei der
Simulation auf symmetrische stabile Verteilungen um das Lagezentrum Null beschrinken.”

Bei der folgenden Untersuchung wird von drei verschiedenen Stichprobenumfingen (=
Anzahl der realisierten Logrenditen) ausgegangen: n = 5000, n = 1000 und n = 250.
Somit werden Logrenditezeitreihen der Linge 20 Jahre, 4 Jahre und 1 Jahr simuliert.!’
Ferner basieren die Schitzungen auf den folgenden Shortfall-Wahrscheinlichkeiten: p =
0.01, p = 0.001 und p = 0.0004. Damit werden die Risiken eines 100-Tage-Shortfalls,
eines 4-Jahre-Shortfalls und eines 10-Jahre-Shortfalls quantifiziert. Mit jeder Methode
werden in Abhingigkeit von Stichprobenumfang und Shortfall-Wahrscheinlichkeit jeweils
100000 Schitzungen produziert und anschliefend Bias und MSE in der relativen und in
der absoluten Form ermittelt.!!

Da die Ermittlung der kritischen Schwelle anhand eines ME-Plots nicht in jedem Durch-
lauf separat erfolgen kann, wird fiir jede Konstellation von Datenvolumen und Verteilung
ein bestimmtes ¢g-Quantil als kritische Schwelle festgelegt. Die Wahl des Niveaus ¢ er-
folgt nach explorativer Analyse einiger exemplarisch simulierter ME-Plots. Dabei wird
die ,reprisentative” kritische Schwelle F~ (q) gesucht, ab der das affine Bildungsgesetz
regelmiflig beobachtet werden kann. Dabei gilt es zu beachten, dafi ¢ nicht zu klein sein
darf, um einen unnétig hohen Bias zu vermeiden.!?

"Vgl. McNeil/Saladin [48], S. 11f und eine Andeutung bei Smith [63], S. 1193.

8Hierbei bedeuten ,RBias” Relative-Bias und ,RMSE” Relative-Mean-Squared-Error.
9Unter diesen Umstinden ist eine nachtréigliche Negativierung der Logrenditen redundant.
"Es werden 250 Handelstage pro Jahr angenommen.

"Die Simulation wurde unter Aptech Systems GAUSS durchgefiihrt.

12ygl. Abschnitt 7.2.3, S. 60.
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11.2 Eigenschaften stabiler Verteilungen

Definition 11.2.1 (Stabile Verteilung) Fine Zufallsvariable X bzw. ihre Randvertei-
lung F ist stabil, wenn zwei Funktionen o (a,b) > 0 und p(a,b) € IR ezistieren, so dafs
fiir eine einfache Zufallsstichprobe X1, X2 aus X gilt:"

aXl—I—ngia(a,b)X—l—u(a,b), YV a,b>0.

0

Die bekannteste stabile Verteilungsfamilie ist die Normalverteilung, denn fiir eine einfache
Zufallsstichprobe X7, X5 aus einer Zufallsvariablen X ~ N (,u, 02) gilt:

aX1 +bXo ~ N ((a+Db)p, (a2 + b2) 02) ,
d.h.

aXl—l—ngi\/a2+b2~X—i—<a+b—\/a2+b2)u.

Satz 11.2.2 (Spektraldarstellung der stabilen Verteilungsfamilie) Die Familie der
nicht-degenerierten stabilen Verteilungen ist durch folgende charakteristische Funktion ge-
kennzeichnet:'*

ox (t) := E (exp (iXt)) = exp (iyt — |ct|* (1 — B - sign (t) - z (¢, ) , VtelR,
wobei vy € R, ¢ >0, a €10,2], € [-1,1] und
[ tan (%), a#1
z(t,a).—{ —%Jog(]t!) o1

0

v ist der Lageparameter, 3 ist der Schiefeparameter und c ist der Skalenparameter der
Verteilung. Fiir 8 > 0 ist die Verteilung rechtsschief et vice versa. Ist § = 0, erhilt man
eine symmetrische Verteilung um das Zentrum +.

Eine alternative Darstellung der charakteristischen Funktion ist
dx (t) = exp (iyt — 6 [t|* (1 —if - sign (¢) - 2 (¢, ))), b:=c* VtelR.

In diesem Fall stellt § den Skalenparameter dar.'® Allerdings hat sich in der Finanzmarkt-
theorie die Darstellung laut Satz 11.2.2 durchgesetzt.'6

In Beispiel 5.4.2 auf S. 38 wurde gezeigt, dafl sich stabile Verteilungen mit o < 2 im MDA
der Fréchet-Verteilung ®, befinden. « bestimmt das Gewicht der Flanke und wird als

13V gl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 71.

Hygl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 71. Wiirde man ¢ = 0 zulassen, wiren degenerier-
te Verteilungen inbegriffen, welche zwar trivialerweise stabil, jedoch nicht von Interesse sind. Vgl. Em-
brechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 72. Fiir die hier dargestellte Version der charakteristischen Funktion
siehe z.B. Schmid/Trede [62], S. 25 und in symmetrischer Form Bratley/Fox/Schrage [10], S. 154.

5Vel. Fielitz/Rozelle [23], S. 28 und Lau/Lau/Wingender [39], S. 217.

"%Vgl. Fielitz/Rozelle [23], S. 29.
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charakteristischer Exponent bezeichnet.!'” Die zugehorige Verteilung heifit dann a-stabil.

Je kleiner «, desto leptokurtischer ist die Verteilung und desto mehr Wahrscheinlichkeits-
masse lagert in der Verteilungsperipherie. Fiir a € ]0,2[ sind lediglich die Momente der
Ordnung r < « endlich definiert.'® Dies folgt aus F, € MDA (®,).!Y Folglich ist der
Mittelwert lediglich fiir a > 1 und die Varianz lediglich fiir & = 2 endlich definiert.?’

Fiir « = 2 und 8 = 0 resultiert die Normalverteilung N (7,202), fira=1und 6 =0
die Cauchy-Verteilung mit Lageparameter v und Skalenparameter ¢ und fiir o = 1/2 und
B = £1 die stabile inverse Normalverteilung.?!

Lemma 11.2.3 Sei X eine symmetrische a-stabile Zufallsvariable mit der charakteristi-
schen Funktion ¢x. Die Zufallsvariable aX +b (a,b € IR) ist dann ebenfalls symmetrisch
a-stabil mit Lageparameter v' = ary + b und Skalenparameter ¢ = |ac|. O

Beweis: Die charakteristische Funktion einer beliebigen Zufallsvariablen aX + b lautet
generel]??

Gux b (t) = exp (ibl) - dx (at).

Man verwende nun die charakteristische Funktion aus Satz 11.2.2, wobei man § = 0
setzt. |

Die hier dargestellte Form der charakteristischen Funktion hat somit den grofien Vor-
teil, dafl eine LS-Transformation einer symmetrisch stabilen Zufallsvariablen leicht auf die
bereits vorhandenen Lage- und Skalenparameter iibertragbar ist. Die Verteilungsfunk-
tion einer a-stabilen Zufallsvariablen mit Lageparameter v € IR und Skalenparameter
¢ > 0 ist laut Lemma 11.2.3 nichts anderes als Fy, (x—:l), wobei F,, die Standard-Stabile-
Verteilungsfunktion reprisentiert.?

Da insbesondere die extremen Quantile der annahmegemfl um v = 0 symmetrischen Lo-
grenditeverteilung von Interesse sind, ist x/c eine bezogen auf F, grofie Zahl. In diesem
Fall kann die Standard-Stabile-Verteilungsfunktion mit Hilfe der folgenden Reihendarstel-
lung approximiert werden:?*

(11.1) Fo(z)=1+ % . ; (1) Fﬂﬁz) i <%> |

Wenn das gesuchte Quantil jedoch nicht extrem hoch ist, stabilisiert sich die Approxima-
tionsformel (11.1) erst nach sehr vielen Reihengliedern. In diesem Fall bietet sich eher

folgende Approximationsformel an:?®
11.2 F, -+ — S W S
(11.2) 2@ =g+ (- Q-1 "

=1

17 ist zugleich der Flankenindex der stabilen Verteilung. Vgl. Abschnitt 5.1, S. 28.

'8Vgl. Bratley/Fox/Schrage [10], S. 154.

9Vgl. Satz 5.5.4 auf S. 43.

20Vgl. Eberlein/Keller [14], S. 8 und Fielitz/Rozelle [23], S. 28. In diesem Fall ist v der Mittelwert.

21Vgl. Bratley/Fox/Schrage [10], S. 154, Eberlein/Keller [14], S. 7f, Embrechts/Kliippelberg/Mikosch
[16], S. 74, Fielitz/Rozelle [23], S. 28, Hoffmann-Jgrgensen [30], S. 350 und Schmid/Trede [62], S. 25.

*2Vgl. 2.B. Fisz [24], S. 137.

Z3Dabei handelt es sich um eine um Null symmetrische a-stabile Verteilung mit Skalenparameter 1.

2Vgl. Bratley/Fox/Schrage [10], S. 155. Die extremen Quantile kénnen anhand der Reihendarstellung
numerisch ermittelt werden. Man erzielt in der Regel bereits fiir die ersten 20 Reihenglieder eine hinreichend
genaue Approximation.

#5Vgl. Bratley/Fox/Schrage [10], S. 154.
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11.3 Analyse der Simulationsergebnisse

11.3.1 Vorbemerkungen

Die Simulationsergebnisse befinden sich in tabellarischer Form in Anhang B. Es existieren
insgesamt 9 Tabellen. Die ersten drei Tabellen enthalten die Ergebnisse fiir p = 0.01, die
zweiten drei fiir p = 0.001 und die letzten drei fiir p = 0.0004. Innerhalb dieser Dreier-
gruppen deckt jeweils die erste Tabelle den Fall n = 250, die zweite den Fall n = 1000
und die dritte den Fall n = 5000 ab. In jeder Tabelle wurden die Simulationsergebnis-
se fiir die drei alternativen Flankenindizes®® o = 1.9, a = 1.7 und a = 1.5 spaltenweise
nebeneinandergestellt. Fiir jede untersuchte VaR-Ermittlungsmethode wurden der Erwar-
tungswert des RaR-Schitzers (EW), der Bias, der relative Bias (RBias), die Varianz des
RaR-Schitzers (Var), der Mean-Squared-Error (MSE) sowie dessen Quadratwurzel, der
relative Mean-Squared-Error (RMSE) und dessen Quadratwurzel ermittelt.

Mit Ausnahme des RaRg 1 fiir @ = 1.9 konnten alle RaR-Werte mittels der Approxima-
tionsformel (11.1) ermittelt werden. Fiir RaRg; im Falle @ = 1.9 mufite hingegen auf
die Approximationsformel (11.2) zuriickgegriffen werden.?” Die Niveaus ¢ der kritischen
Schwellen hingen vom Stichprobenumfang n ab. Fiir n = 250 wurde ¢ = 0.8, fiir n = 1000
wurde ¢ = 0.95 und fiir n = 5000 wurde ¢ = 0.97 gewiihlt.

Fiir die Flankenindizes a = 1.9 und o = 1.7 konnten im Falle n = 250 keine ML-
Schiitzungen realisiert werden. Der Losungsalgorithmus fiir das ML-Gleichungssystem
fiihrte regelmiBig zu einer Uberschreitung des zulifligen Variablenbereichs. Es hat sich
gezeigt, dal das ML-Losungsverfahren umso anfilliger fiir fehlerbedingte Programmabbrii-
che wurde, je kleiner die Anzahl der betrachteten Exzefle und je grofier der Flankenindex
o war. Aus diesem Grund mufite fiir die Applikation der ML-Methode im Falle n = 1000
und « = 1.9 auf das Niveau ¢ = 0.95 der kritischen Schwelle zugunsten des Niveaus ¢ = 0.9
verzichtet werden.

Es lé8t sich ein typischer Trade-Off zwischen Bias und MSE verschiedener VaR-Ermittlungs-
methoden beobachten. In diesem Fall mufl prinzipiell zwischen den zwei Giitekriterien
abgewogen werden. In der vorliegenden Arbeit wurde zugunsten des Bias entschieden, da
primér das Ziel einer moglichst unverzerrten Schétzung des VaR verfolgt wird. Dariiber
hinaus 143t sich feststellen, da3 der Bias zwischen den einzelnen Ermittlungsmethoden
regelmiflig stéirker schwankt, als der MSE.

11.3.2 Analyse

Allgemein it sich festhalten, dafl der parametrische Ansatz auf Basis der N-Hypothese?®
bei einer Shortfall-Wahrscheinlichkeit von p = 0.01 stets zu einer Uberschiitzung des VaR
fithrt. Der mittlere Teil einer Normalverteilung ist breiter, als der einer a-stabilen Ver-
teilung (o < 2). Damit sind relativ moderate Quantile, wie etwa F*~ (0.01), bei der Nor-
malverteilung weiter vom Verteilungszentrum entfernt, als bei einer a-stabilen Verteilung.

2 Der fiir Logrenditen geschétzte charakteristische Exponent liegt typischerweise im Bereich 1.5 < o < 2.
Vgl. Lau/Lau/Wingender [39], S. 217 und Fielitz/Rozelle [23], S. 28.

2TEs empfiehlt sich, bei der Approximation ein geeignetes Tabellenkalkulationsprogramm zu verwenden.
Auf diese Weise hat man einen guten Uberblick iiber das Stabilisierungsverhalten der in den Approxima-
tionsformeln enthaltenen Reihen.

28Wird im folgenden als Normalverteilungsmethode (N-Methode) bezeichnet.
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Lediglich extreme Quantile, wie etwa F~ (0.001), werden durch die Normalverteilungs-
annahme systematisch unterschétzt. Werden Shortfall-Wahrscheinlichkeiten p > 0.001
betrachtet, so fithrt die N-Methode also regelmiflig zu einer starken Unterschiitzung des
VaR. Die Schitzungen mit der N-Methode sind grundsiitzlich so stark verzerrt, dafl diese
ausnahmslos abgelehnt werden mu#f.

Man betrachte zunéichst den Fall « = 1.9. Die den Schiitzungen zugrundeliegende si-
mulierte Logrenditeverteilung ist also in geringem Mafle fat-tailed. Fiir eine Shortfall-
Wahrscheinlichkeit von p = 0.01 dominiert die empirische Methode iiber alle anderen
Methoden. Sie weist sowohl beim Bias, als auch beim MSE die geringsten Fehlerwerte
auf.? Fiir den Stichprobenumfang n = 250 sind die PWM-Methode und die N-Methode
hinsichtlich des Bias gleichwertig.?* Die PWM-Methode besitzt jedoch einen deutlich ge-
ringeren MSE, womit diese gegeniiber der N-Methode zu bevorzugen ist. Fiir n > 1000
dominiert die PWM-Methode iiber die N-Methode. Innerhalb des semiparametrischen An-
satzes ist die PWM-Methode sowohl hinsichtlich des Bias als auch hinsichtlich des MSE
der MIL-Methode stets iiberlegen, wobei sich dieser Sachverhalt mit steigendem Stichpro-
benumfang relativiert.

Ist p = 0.001, so besitzt die empirische Methode bei einem Stichprobenumfang von n = 250
nur einen halb so groflen Bias wie die PWM-Methode. Allerdings ist die empirische Me-
thode bei diesem kleinen Stichprobenumfang durch einen deutlich hsheren MSE gekenn-
zeichnet. Somit kénnen beide Methoden in diesem Fall als gleichwertig angesehen werden.
Im Falle n = 1000 dominiert die PWM-Methode iiber die empirische Methode. Sowohl
Bias als auch MSE sind geringer als bei der empirischen Ermittlung des VaR. Die PWM-
Methode fiihrt lediglich zu einer schwachen Unterschéitzung des VaR. Die ML-Methode ist
hinsichtlich des Bias der PWM-Methode deutlich unterlegen. Auch bei einem Stichproben-
umfang von n = 5000 ist die PWM-Methode zu bevorzugen, wobei sich das bestehende
Gefille zwischen der PWM- und der ML-Methode fortsetzt.

Bei einer Shortfall-Wahrscheinlichkeit von p = 0.0004 und einem Stichprobenumfang von
n = 250 dominiert die PWM-Methode iiber die empirische Methode. Allerdings ist
selbst bei Anwendung der PWM-Methode ein starker negativer Bias zu verzeichnen. Mit
n > 1000 verringert sich die Verzerrung der empirischen Methode deutlich und diese ist
damit sowohl der PWM-, als auch der MIL.-Methode iiberlegen. Die semiparametrischen
Methoden weisen dabei jedoch den geringeren MSE auf.

Geht man von einem Flankenindex o = 1.7, d.h. von einem mittleren Flankengewicht
aus, so ergeben sich folgende Erkenntnisse: Die PWM-Methode besitzt fiir eine Shortfall-
Wahrscheinlichkeit von p = 0.01 eine deutlich geringere Verzerrung als die ML-Methode.
Ab p = 0.001 kehrt sich dieses Verhiiltnis um: Die PWM-Methode fiihrt regelmiflig zu
einer deutlich stéirkeren negativen Verzerrung als die ML-Methode. Dieses Gefiille wird
umso grofler, je kleiner die Shortfall-Wahrscheinlichkeit ist. Mit sinkendem p steigt also
die Uberlegenheit der ML-Methode gegeniiber der PWM-Methode.

Wird p = 0.01 vorausgesetzt, so dominiert fiir n = 250 die PWM-Methode iiber alle
anderen Methoden.?! Bei einem Stichprobenumfang von n = 1000 dominiert ebenfalls die
PWM-Methode mit einem vernachléfiighar kleinem Bias. In beiden Féllen kann dabei eine
schwache Uberschiitzung des VaR konstatiert werden. Bei einem Stichprobenumfang von

29Mit Ausnahme des Falls n = 5000. Hier ist ein vernachliBigbar kleiner Unterschied im MSE zugunsten
der PWM-Methode zu verzeichnen.

30Man beachte, dafi die ML-Methode bei diesem Stichprobenumfang nicht verfolgt werden konnte.

31Der geringe Unterschied im Bias zugunsten der empirischen Methode kann vernachlifigt werden. Man
beachte, dal die PWM-Methode dafiir einen deutlich geringeren MSE aufweist.
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n = 5000 dominiert hingegen die empirische Methode iiber alle anderen Methoden, wobei
jedoch der Giiteunterschied zu den semiparametrischen Ansiitzen gering ist.

Fiir p = 0.001 und n = 250 1é8t sich keine klare Entscheidung hinsichtlich der empirischen
und der PWM-Methode treffen. Die empirische Methode besitzt einen kleineren Bias,
wohingegen die PWM-Methode einen geringeren MSE aufweist. Bei einem Stichproben-
umfang von n > 1000 dominiert eindeutig die ML-Methode iiber alle anderen Methoden.
Diese weist sowohl fiir n = 1000 als auch fiir n = 5000 eine vernachléfiighar kleine Verzer-
rung auf. Hinsichtlich des Bias sind die PWM-Methode und die empirische Methode fiir
n = 1000 gleichwertig, fiir n = 5000 ist jedoch die empirische Methode iiberlegen.

Fiir p = 0.0004 gilt im Prinzip das gleiche, wie fiir p = 0.001, jedoch sind zwei Ausnahmen
zu beachten: Einerseits kann fiir n = 250 eine deutliche Dominanz der PWM-Methode
iiber die empirische Methode konstatiert werden,?? andererseits ist diese bereits ab n =
1000 hinsichtlich des Bias der PWM-Methode iiberlegen.

Als letztes sei der Flankenindex a = 1.5 betrachtet. Es handelt sich also um eine simulier-
te Logrenditeverteilung mit extrem breiten Flanken. Das fiir den Flankenindex o = 1.7
festgestellte Bias-Gefiille zwischen der ML- und der PWM-Methode ab der Shortfall-
Wabhrscheinlichkeit p = 0.001 tritt auch fiir « = 1.5 zum Vorschein.

Ist p = 0.01 und n = 250, so dominiert die PWM-Methode iiber alle anderen Methoden.??
Fir n = 1000 ist jedoch die MIL-Methode zu bevorzugen. Diese weist den geringsten
Bias und einen moderaten MSE auf, wobei es zu einer geringfiigigen Uberschiitzung des
VaR kommt. Fiir n = 5000 kénnen die ML-, die PWM- und die empirische Methode als
gleichwertig angesehen werden.

Wird die Shortfall-Wahrscheinlichkeit p = 0.001 vorausgesetzt, sind im Falle n = 250
die semiparametrischen Methoden zu bevorzugen. Es kommt jedoch bei allen Methoden
zu einer starken Unterschitzung des VaR. Eine eindeutige Uberlegenheit zwischen der
ML- und der PWM-Methode ist hierbei nicht festzustellen, vielmehr gilt der erwihnte
Trade-Off zwischen Bias und MSE. Hinsichtlich des Bias kann die empirische Methode
mit den semiparametrischen Methoden konkurrieren, jedoch weist diese einen deutlich
hoheren MSE auf. Fiir n > 1000 ist eindeutig die ML-Methode gegeniiber allen anderen
Methoden zu bevorzugen. Diese besitzt eine vernachliflighar kleine Verzerrung mit einer
leichten Uberschiitzung des VaR. Dariiber hinaus ist auch hier die empirische Methode bei
einem Stichprobenumfang von n = 5000 der PWM-Methode aufgrund ihres geringen Bias
iiberlegen.

Fiir p = 0.0004 gilt im wesentlichen das gleiche, wie fiir p = 0.001. Die empirische
Methode besitzt fiir n = 250 jedoch eine deutlich groéflere negative Verzerrung, als die
beiden semiparametrischen Methoden.

Um die Entwicklung des Schiitzgiite einer vorgegebenen VaR-Ermittlungsmethode bei Va-
riation des Flankenindex zu analysieren, mufl auf die relativen Giitekriterien RBias und
RMSE zuriickgegriffen werden. Dabei 148t sich allgemein festhalten, dal der RMSE bei
allen Methoden mit sinkendem Flankenindex zunimmt. Somit beschrinkt sich die weitere
Analyse auf den RBias.

Bei einer Shortfall-Wahrscheinlichkeit von p = 0.01 sind die ML- und die PWM-Methode
prinzipiell umso verzerrter (im Sinne des RBias), je grofier der Flankenindex ist. Das
Umgekehrte gilt fiir die N-Methode und fiir die empirische Methode, wobei der Unterschied

32Trotzdem kommt es mit n = 250 zu einer starken Unterschitzung des VaR.
33Man beachte, daB im Falle o = 1.5 die ML-Methode sogar fiir n = 250 realisiert werden konnte.
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im RBias bei der empirischen Methode mit zunehmendem Stichprobenumfang sukzessive
verschwindet. Ist p = 0.001, so beinhaltet die ML-Methode fiir « = 1.9 den hochsten
RBias. Dieser ist fiir « = 1.7 und fiir & = 1.5 hingegen vernachlifligbar klein, wobei ein
relativ leichter Zuwachs von o = 1.7 nach a = 1.5 festzustellen ist. Bei allen anderen
Methoden steigt der RBias jedoch mit sinkendem Flankenindex, und der Zuwachs von
a = 1.7 nach o = 1.5 ist im allgemeinen geringer, als der von o = 1.9 nach a = 1.7.
Betrigt die Shortfall-Wahrscheinlichkeit schliellich p = 0.0004, so findet mit der ML-
Methode im Falle @ = 1.9 eine starke Unterschitzung des VaR statt, wihrend fiir die
restlichen Flankenindizes eine leichte Uberschitzung des VaR festzustellen ist. Bei der
N-Methode steigt der RBias mit sinkendem Flankenindex, wobei auch hier der Zuwachs
von a = 1.7 nach a = 1.5 im allgemeinen geringer ist, als der von o = 1.9 nach a = 1.7.
Fiir die restlichen Methoden lassen sich keine einheitlichen Tendenzen feststellen.

11.3.3 Optimale Auswahl der VaR-Ermittlungsmethode

Auf Basis der im letzten Abschnitt gewonnenen Erkenntnisse beziiglich der Giite der ein-
zelnen VaR-Ermittlungsmethoden lassen sich folgende Empfehlungen fiir die optimale Me-
thodenauswahl in Abhéngigkeit von Shortfall-Wahrscheinlichkeit, Stichprobenumfang und
Flankenindex aussprechen:

a=1.9 p=0.01 p=0.001 | p=0.0004
n = 250 Emp Emp/PWM PWM
n = 1000 Emp PWM Emp
n = 5000 Emp PWM Emp
a=1.7 p=0.01 p=0.001 | p=0.0004
n = 250 PWM Emp/PWM PWM

n = 1000 PWM ML ML

n = 5000 Emp ML ML
a=1.5 p=0.01 p=0.001 | p=0.0004
n = 250 PWM PWM/ML | PWM/ML
n = 1000 ML ML ML

n = 5000 | Emp/PWM /ML ML ML

Tab. 4: Optimale Auswahl der VaR-Ermittlungsmethode.
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Fazit und Ausblick

Die vorliegende Arbeit hatte im wesentlichen zwei Ziele: Einerseits sollten die diversen An-
sitze zur Ermittlung des VaR dargestellt und verglichen werden, wobei der Schwerpunkt
auf der Darstellung und theoretischen Begriindung des semiparametrischen Ansatzes lag.
Andererseits sollte eine exakte Unterscheidung zwischen bedingten und unbedingten Por-
tefeuillerisikomaflen vorgenommen werden und dariiber hinaus das Value-at-Risk-Konzept
mit dem Shortfall-Risk-Konzept erweitert werden. Mit dem SR kann das Verlustpotential
eines Finanzportefeuilles quantifiziert werden. Im Gegensatz zum Value-at-Risk-Konzept
flieit beim Shortfall-Risk-Konzept zusiitzlich die Information iiber die Verteilung extremer
Verluste in die Berechnung des Marktrisikos ein.

Es wurde gezeigt, dafl die Ermittlung des VaR auf der Grundlage der N-Hypothese grund-
sétzlich den anderen Methoden unterlegen ist. Ferner stellte sich heraus, dafl die Ermitt-
lung des VaR von Finanzportefeuilles mit Methoden der Extremwerttheorie der empiri-
schen Methode iiberlegen ist, wenn die theoretische Logrenditeverteilung fat-tailed ist und
eine Quantifizierung extrem seltener Risikoszenarien erfolgen soll. Sollen lediglich ,norma-
le”, d.h. sich oft wiederholende Turbulenzen auf den Finanzmirkten betrachtet werden,
ist dagegen die empirische Methode zu bevorzugen. In diesem Fall reicht der Riickgriff auf
die Ordnungsgrofenstatistik aus.

Die Fat-Tails-Hypothese bildet die Grundlage fiir die Anwendung von Methoden der Ex-
tremwerttheorie. Es ist jedoch zu vermuten, dafl die Fat-Tails-Hypothese oftmals erst
durch die Betrachtung langer Finanzzeitreihen bestitigt werden kann. Dies ist mit der
Existenz von Volatilitdtsclustern zu begriinden. Mit der Linge der Zeitreihe steigt die
Wabhrscheinlichkeit, dafl mehrere Volatilitédtsphasen in die Betrachtung einflieen. Damit
rdumt man den Fat-Tails quasi ,genug Zeit ein, sich empirisch zu entfalten”. Es ist also
zu iiberpriifen, wie stark der Flankenindex vor dem Hintergrund von Volatilitétsclustern
systematisch unterschétzt wird.

Der in dieser Arbeit vorgestellte semiparametrische Ansatz zur Ermittlung des VaR be-
riicksichtigt keine Risikofaktoren. Aus diesem Grund wiire eine Weiterentwicklung des In-
strumentariums auf der Grundlage einer multivariaten Extremwerttheorie sinnvoll. Damit
konnte man den Bereich der zuldfligen Portefeuillebestandteile insbesondere auf derivati-
ve Finanzinstrumente ausweiten. Weiterhin stellt sich die Frage, ob es mit den Mitteln
der Extremwerttheorie gelingt, den bedingten VaR zu quantifizieren, indem man sein Au-
genmerk von der Randverteilung auf die bedingte Verteilung der Logrendite lenkt. Man
konnte dariiber hinaus die Stationarititsannahme aufgeben und damit Trends, saisonale
Schwankungen und exogene volkswirtschaftliche Variablen zulassen.
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Anhang A

Simulierte ME-Plots
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Abb. 10: Simulierte ME-Plots symmetrisch um Null verteilter Logrenditen. Oben: einfa-
che Normalverteilung, in der Mitte: gemischte Normalverteilung, unten: a-stabile Vertei-

lung (o < 2).
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Anhang B

Ergebnisse des (Giitevergleichs

p=0.01 RaRg.01 018178 025432 .037944
n = 250 o} 1.9 1.7 1.5
ML q - - .80
EW - - .038569
Bias - - .00062526
RBias - - .016479
Var - - .00015543
MSE - - .00015582
vVMSE - - .012483
RMSE - - .10823
vVRMSE - - .32898
PWM q .80 .80 .80
EW .019449 027099 037684
Bias .0012710 .0016664 | -.00025914
RBias 069922 .065523 -.0068296
Var .000016039 | .000050658 | .00011452
MSE 000017655 | .000053434 | .00011458
vVMSE .0042018 .0073099 .010704
RMSE 053427 082614 079588
vRMSE 23114 28743 28211
N-Hypothese EW .019339 .029442 .049225
Bias .0011608 .0040101 011282
RBias 0.063860 15768 29733
Var .00010426 | .00086652 | .0032887
MSE .00010561 | .00088260 | .0034159
vVMSE 010277 029709 .058446
RMSE 0.31960 1.36458 2.37264
vVRMSE .56533 1.16815 1.54034
Empirisch EW .018506 027007 041184
Bias .00032764 .0015744 .0032400
RBias 018024 061904 .085390
Var .000011833 | .000093091 | .00036639
MSE .000011940 | .000095569 | .00037689
vVMSE .0034554 .0097760 .019414
RMSE 036133 14776 26178
RMSE .19009 .38439 51165

Tab. 5: Simulationsergebnisse (p = 0.01,n = 250).
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p=0.01 RaRg .01 018178 .025432 037944
n = 1000 o) 1.9 1.7 1.5
ML q .90 .95 .95
EW 019253 .025964 038315
Bias .0010751 .00053146 .00037090
RBias .059140 .020897 0097751
Var .0000025122 | .000010559 | .000039649
MSE .0000036679 | .000010841 | .000039787
VvVMSE .0019152 .0032926 .0063077
RMSE .011100 016762 027635
RMSE .10536 12947 .16624
PWM q .95 .95 .95
EW 018684 025511 037311
Bias .00050610 | .000078442 | -.00063227
RBias 027841 .0030844 -.016663
Var .0000019431 | .0000093322 | .000035062
MSE .0000021992 | .0000093384 | .000035462
VvVMSE .0014830 .0030559 .0059550
RMSE .0066553 .014438 024631
vRMSE .081580 12016 .15694
N-Hypothese EW .020106 .033011 061124
Bias .0019277 .0075789 023180
RBias .10604 .29801 .61091
Var .00010633 .00088110 .0043113
MSE .00011004 .00093854 .0048487
VvVMSE .010490 .030636 069632
RMSE .33302 1.45107 3.36778
vRMSE 57708 1.20460 1.83515
Empirisch EW 018032 .025220 037557
Bias -.00014647 | -.00021204 | -.00038649
RBias -.0080577 -.0083374 -.010186
Var .0000018559 | .000013931 | .000053400
MSE .0000018774 | .000013976 | .000053549
vVMSE .0013702 .0037385 0073177
RMSE .0056814 .021609 037194
RMSE 075375 0.14700 .19286

Tab. 6: Simulationsergebnisse (p = 0.01,n = 1000).
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p=0.01 RaRg.01 018178 .025432 .037944
n = 5000 e 1.9 1.7 1.5
ML q 97 97 97
EwW .018336 025574 .038041
Bias .00015813 .00014167 | .000097121
RBias .0086992 .0055705 .0025596
Var .00000035309 | .0000022353 | .0000085393
MSE .00000037810 | .0000022554 | .0000085487
vMSE .00061490 .0015018 .0029238
RMSE .0011442 .0034870 0059378
vRMSE 033826 .059051 077057
PWM q 97 97 97
EW 018322 025531 .038030
Bias .00014426 .000098807 | .000085932
RBias .0079359 .0038851 0022647
Var .00000034626 | .0000022419 | .0000086457
MSE .00000036707 | .0000022516 | .0000086531
vMSE .00060586 .0015005 0029416
RMSE .0011108 .0034812 .0060103
vRMSE .033329 .059002 077526
N-Hypothese EW .020969 .037944 077947
Bias .0027911 .012512 .040003
RBias 15354 49197 1.05428
Var .00011929 .0011120 0057841
MSE .00012708 .0012686 0073844
vVMSE 011273 .035617 .085932
RMSE 0.38456 1.96132 5.12902
vVRMSE .62013 1.40047 2.26473
Empirisch EW .018150 025396 .037860
Bias -.000028297 | -.000036411 | -.000083888
RBias -.0015567 -.0014317 -.0022109
Var .00000036821 | .0000028057 | .000010530
MSE .00000036901 | .0000028070 | .000010537
vMSE .00060746 .0016754 .0032461
RMSE .0011167 .0043399 .0073190
RMSE 033417 .065878 .085551

Tab. 7: Simulationsergebnisse (p = 0.01,n = 5000).
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ANHANG B.

ERGEBNISSE DES GUTEVERGLEICHS

p =0.001 RaRggo1 | -039614 .085398 15769
n = 250 o 1.9 1.7 1.5
ML q - - .80
EW - - .13062
Bias - - -0.027067
RBias - - -.17165
Var - = .0096458
MSE - - .010378
VvVMSE - - 10187
RMSE - - 41738
RMSE - - .64605
PWM q .80 .80 .80
EW .033093 .068403 12429
Bias -.0065209 | -.016995 | -.033401
RBias -.16461 -.19901 -.21182
Var .00051127 | .0024429 | .0063392
MSE 00055379 | .0027317 | .0074549
VvVMSE .023533 052266 | .086342
RMSE .35290 37458 .29981
vVRMSE .59406 .61203 54755
N-Hypothese EW .025604 .038629 .064137
Bias -.014009 | -.046769 | -.093551
RBias -.35365 -.54766 -.59327
Var .00014444 | .0011404 | .0046926
MSE .00034071 | .0033277 | .013444
VvVMSE .018458 .057686 11595
RMSE 21711 45630 .54069
vRMSE 46595 67550 73531
Empirisch EW .036360 073325 12882
Bias -.0032541 | -.012073 | -.028864
RBias -.082147 | -.14137 -.18305
Var .0014346 | .0066396 | .018040
MSE .0014452 | .0067853 | .018873
vVMSE .038015 .082373 13738
RMSE 92092 93042 75901
RMSE .95965 96458 87121

Tab. 8: Simulationsergebnisse (p = 0.001,n = 250).
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p =0.001 RaRo.001 .039614 .085398 15769
n = 1000 e 1.9 1.7 1.5
ML q .90 .95 .95
EW .034981 .085111 16387
Bias -.0046326 | -.00028659 | .0061840
RBias -.11694 -.0033559 | .039216
Var .000086113 | .0015933 | .0069868
MSE .00010757 | .0015933 | .0070250
vVMSE .010372 .039917 .083816
RMSE .068551 21848 .28252
RMSE .26182 46742 53153
PWM q .95 .95 .95
EW .037938 075654 .13463
Bias -.0016760 | -.0097432 | -.023057
RBias -.042308 -.11409 -.14622
Var .00016090 | .00068407 | .0023395
MSE .00016370 | .00077900 | .0028711
vVMSE .012795 027911 .053583
RMSE 10432 .10682 11547
vRMSE .32299 32683 .33980
N-Hypothese EW .026598 .043480 .078916
Bias -.013015 -.041918 | -.078771
RBias -.32856 -.49085 -.49954
Var .00016676 | .0013798 | .0058957
MSE .00033615 | .0031369 | .012101
vMSE .018335 .056008 .11000
RMSE 21421 43014 .48664
vRMSE 46283 .65585 .69760
Empirisch EW .036116 .075569 13685
Bias -.0034980 | -.0098282 | -.020840
RBias -.088303 -.11509 -.13216
Var .00027931 0018315 | .0067041
MSE 00029155 | .0019281 | .0071384
vMSE .017075 .043910 .084489
RMSE 18579 .26439 28708
RMSE 43103 51418 .53580

Tab. 9: Simulationsergebnisse (p = 0.001,n = 1000).

95
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p =0.001 RaR.001 .039614 0.085398 15769
n = 5000 e 1.9 1.7 1.5
ML q 97 97 97
EW .038304 085461 15907
Bias -.0013102 | .000063668 | .0013859
RBias -.033075 00074555 | .0087886
Var .000032097 | .00030945 | .0012889
MSE 000033814 | .00030945 | .0012908
vMSE .0058150 017591 .035928
RMSE .021548 .042433 .051913
RMSE 14679 .20599 22784
PWM q 97 97 97
EW .039323 079842 .14540
Bias -.00029059 | -.0055556 | -.012286
RBias -.0073355 -.065056 -.077912
Var .000041546 | .00021055 | .00082522
MSE 000041631 | .00024142 | .00097615
vMSE 0064522 015538 031243
RMSE .026529 033104 .039258
vRMSE .16288 18194 .19814
N-Hypothese EW .027759 .049639 .10086
Bias -.011854 -.035759 -.056826
RBias -.29925 -.41873 -.36037
Var .00018384 .0015612 .0080040
MSE .00032436 .0028398 .011233
vMSE .018010 .053290 .10599
RMSE 20670 38941 45176
vRMSE 45464 62402 67213
Empirisch EW .038849 .083186 15341
Bias -.00076523 | -.0022111 | -.0042754
RBias -.019317 -.025891 -.027113
Var 000065366 | .00042782 | .0017677
MSE 000065952 | .00043271 | .0017860
vMSE .0081211 .020802 .042261
RMSE .042027 059334 .071826
RMSE .20501 .24359 .26800

Tab. 10: Simulationsergebnisse (p = 0.001, n = 5000).
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ANHANG B.

ERGEBNISSE DES GUTEVERGLEICHS

p = 0.0004 RaR0,0004 .061419 .14087 27028
n = 250 « 1.9 1.7 1.5
ML q — — .80
EW - - 0.20219
Bias — — -.068086
RBias — — -.25191
Var — — .027766
MSE — — .032402
vMSE — — .18000
RMSE - - .44354
vRMSE — — .66599
PWM q .80 .80 .80
EW .040971 .098945 19297
Bias -.020448 | -.041926 | -.077307
RBias -.33292 -.29762 -.28602
Var .0016374 | .0080835 | .020470
MSE .0020555 | .0098413 | .026446
vMSE .045338 .099203 .16262
RMSE .54491 .49592 .36202
vRMSE 73818 70421 .60168
N-Hypothese EW 027788 .041583 | .068861
Bias -.033630 | -.099288 | -.20142
RBias -.54756 -.70481 -.74522
Var .00020974 | .0012449 | .0050197
MSE .0013407 | .011103 | .045590
vMSE .036616 .10537 .21352
RMSE .35542 .55949 .62407
vRMSE 09617 74799 78998
Empirisch EW .036345 073522 12884
Bias -.025074 | -.067349 | -.14144
RBias -.40824 -.47809 -.52331
Var .0014357 | .0067883 | .018019
MSE .0020644 | .011324 | .038024
vMSE .045435 .10642 .19500
RMSE 54725 .57065 .52051
RMSE 13977 75541 72146

Tab. 11: Simulationsergebnisse (p = 0.0004, n = 250).
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ANHANG B.

ERGEBNISSE DES GUTEVERGLEICHS

p = 0.0004 RaR0.0004 .061419 .14087 27028
n = 1000 o 1.9 1.7 1.5
ML q 90 .95 .95
EW .043939 .14239 .28226
Bias -.017479 | .0015207 | .011981
RBias -.28459 .010795 .044327
Var .00025950 | .0083371 | .027747
MSE .00056503 | .0083394 | .027890
VvVMSE .023770 .091320 .16700
RMSE 14979 42023 38179
RMSE .38702 .64825 .61789
PWM q .95 .95 .95
EW .052445 .12022 .21995
Bias -.0089732 | -.020647 | -.050334
RBias -.14610 -.14657 -.18623
Var .00072282 | .0031370 | .0095407
MSE .00080334 | .0035633 | .012074
VvVMSE .028343 .059693 .10988
RMSE 21296 17956 .16528
vVRMSE 46148 42374 40655
N-Hypothese EW .028766 .046963 .085085
Bias -.032653 | -.093908 | -.18520
RBias -.53164 -.66662 -.68520
Var .00016185 | .0015285 | .0065850
MSE 0012281 | .010347 .040882
vMSE .035044 10172 .20219
RMSE 32555 .52141 .55964
vRMSE 57057 72209 .74809
FEmpirisch EW .066174 .14720 .26259
Bias 0047553 | .0063292 | -.0076908
RBias 077424 .044929 | -.028455
Var 0043239 | .016981 .038308
MSE .0043465 | .017022 .038367
vVMSE .065928 .13047 .19587
RMSE 1.15225 .85774 .52520
RMSE | 1.073428 .92614 72471

Tab. 12: Simulationsergebnisse (p = 0.0004, n = 1000).
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p = 0.0004 RaR0.0004 .061419 .14087 27028
n = 5000 o 1.9 1.7 1.5
ML q 97 97 97
EW .053889 14364 .27561
Bias -.0075298 | .0027707 | .0053290
RBias -.12260 .019668 019717
Var .00015569 | .0018197 | .0066761
MSE .00021239 | .0018273 | .0067045
VvVMSE .014574 042747 .081881
RMSE .056304 .092081 091778
RMSE 23728 .30345 .30295
PWM q 97 97 97
EW .056576 12942 .24218
Bias -.0048430 | -.011454 | -.028099
RBias -.078852 | -.081310 | -.10396
Var .00023047 | .0011360 | .0040312
MSE .00025392 | .0012672 | .0048208
VvVMSE .015935 035598 .069432
RMSE 067313 .063855 .065991
vVRMSE .25945 .25270 .25689
N-Hypothese EW .030052 .053676 .10833
Bias -.031367 | -.087195 | -.16195
RBias -.51070 -.61897 -.59921
Var .00019072 | .0017452 | .0086756
MSE 0011746 | .0093482 | .034905
VvVMSE .034272 .096686 .18683
RMSE 31138 47107 47781
vRMSE .55801 .68634 .69124
Empirisch EW .057915 13163 .25018
Bias -.0035030 | -.0092365 | -.020098
RBias -.057036 | -.065567 | -.074361
Var .00041255 | .0024918 | .0092686
MSE .00042482 | .0025771 | .0096726
vVMSE .020611 .050765 .098349
RMSE 11262 .12986 13241
RMSE .33559 .36036 .36388

Tab. 13: Simulationsergebnisse (p = 0.0004,n = 5000).
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Anhang C

Uberpriifung der
Fat-Tails-Hypothese

Aktie n S Ho: F € MDA (A)!
Adidas-Salomon 696 | .035457 | 30 | .30031 | .081665 nicht widerlegt
Allianz 1352 | .026787 | 50 | .23262 | .12964 nicht widerlegt
BASF 1353 | .029437 | 42 | .25381 | .40658 widerlegt
Bayer 1353 | .035612 | 29 | .30544 | .38701 widerlegt
Bayerische Hypo 1353 | .025694 | 60 | .21235 | .27816 widerlegt
BMW 1353 | .032470 | 42 | .25381 | .32254 widerlegt
Commerzbank 1353 | .030934 | 39 | .26339 | -.039751 nicht widerlegt
Daimler-Chrysler 1352 | .032380 | 35 | .27803 | .34935 widerlegt
Degussa-Hiils 1353 | .027890 | 59 | .21414 | .12444 nicht widerlegt
Deutsche Bank 1353 | .024230 | 62 | .20890 | -.41956 nicht widerlegt
Deutsche Lufthansa | 1352 | .042942 | 29 | .30544 | .026185 nicht widerlegt
Deutsche Telekom 449 | .030185 | 29 | .30544 | .44069 widerlegt
Dresdner Bank 1353 | .028248 | 48 | .23741 | -.044508 nicht widerlegt
Fresenius 1028 | .044429 | 26 | .32258 | .13644 nicht widerlegt
Henkel 538 | .026317 | 38 | .26683 | .22117 nicht widerlegt
Karstadt 1353 | .032179 | 31 | .29542 | -.011466 nicht widerlegt
Linde 1353 | .031416 | 30 | .30031 | .17877 nicht widerlegt
MAN 1353 | .040604 | 16 | .41121 | .26270 nicht widerlegt
Mannesmann 1353 | .032428 | 39 | .26339 | .069838 nicht widerlegt
Metro 528 | .026273 | 35| .27803 | .37167 widerlegt
Miinchener Riick 1345 | .029853 | 52 | .22810 | -.32409 nicht widerlegt
Preussag 1353 | .031108 | 30 | .30031 | -.35719 nicht widerlegt
RWE 1353 | .031811 | 27 | .31655 | .042364 nicht widerlegt
SAP 1352 | .044851 | 37 | .27041 | .43263 widerlegt
Schering 1353 | .044830 | 17 | .39894 | .44366 widerlegt
Siemens 1352 | .029046 | 33 | .28633 | .22071 nicht widerlegt
Thyssen Krupp 1350 | .031558 | 28 | .31085 | .27428 nicht widerlegt
Veba 1352 | .033609 | 25 | .32897 | .36756 widerlegt
Viag 1350 | .029169 | 33 | .28633 | .36426 widerlegt
Volkswagen 1352 | .030544 | 48 | .23741 | .29262 widerlegt

Tab. 14: Ergebnisse des Hypothesentests.

"Der Test erfolgte auf einem Signifikanzniveau von 5%. Zur methodischen Vorgehensweise siche Ab-
schnitt 9.4.1.3, S. 72.
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