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Diskretwertige Zeitreihen

Unter einer Zeitreihe versteht man eine zeitlich geordnete Folge
von Beobachtungen, 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑇𝑇, von der man annimmt, dass sie
Realisation eines zugrundeliegenden stochastischen Prozesses
(𝑋𝑋𝑡𝑡)ℕ ist. Um in der Lage zu sein, zukünftige Werte vorherzu-
sagen, oder um den weiteren Verlauf von (𝑋𝑋𝑡𝑡)ℕ mit dem Ziel zu
überwachen, strukturelle Änderungen schnellstmöglich aufzu-
decken, ist eine Modellierung des Prozesses von zentraler
Bedeutung, welche wiederum eine eingehende statistische
Analyse der verfügbaren Zeitreihe 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑇𝑇 voraussetzt. Spätes-
tens mit dem wegweisenden Buch von [BJ70] ist die Zeitreihen-
analyse zu einer etablierten Disziplin in Forschung, Lehre und
Anwendung geworden. Allerdings wurde über lange Zeit hinweg
eine Zeitreihe automatisch als reellwertig angenommen, so dass
sich Fachbücher zur Zeitreihenanalyse bis zum heutigen Tag
nahezu ausschließlich mit diesem Fall befassen. In Anwendungen
dagegen ist man häufig mit Zeitreihen aus diskretwertigen
Beobachtungen konfrontiert, etwa mit Zeitreihen aus Zähldaten
(also mit Wertebereich ℕ0 = {0,1, … } ) oder gar qualitativen
Zeitreihen mit nominalem oder ordinalem Wertebereich. In
derartigen Fälle können die üblichen Modelle und Verfahren für
reellwertige Zeitreihen nicht angewandt werden.

Erst in den vergangenen etwa 25 Jahren hat sich ein stetig
wachsendes Interesse in Forschung und Praxis bezüglich diskret-
wertiger Zeitreihen entwickelt; eine Überblick bietet das Buch
[W18]. Dabei wurden zahlreiche Modelle und Ansätze zur statis-
tischen Analyse diverser Typen von diskretwertigen Zeitreihen
entwickelt, und dies zum Teil an der Professur für Quantitative
Methoden der Wirtschaftswissenschaften der HSU Hamburg.
Über derartige Beiträge und zukünftige Forschungsrichtungen soll
im Folgenden exemplarisch berichtet werden.

Zähldatenzeitreihen

Der in der Praxis am häufigsten anzutreffende Typ von diskret-
wertiger Zeitreihe sind Zähldatenzeitreihen; zwei derartige
Beispiele zeigen die Abb. 1 und 2.

Abb. 1 Monatliche Zahl aktiver Bohrlöcher in Kanada-Land, 2003–
2016. Quelle: Baker Hughes.

Abb. 2 Anzahl der 𝑛𝑛 = 10 Mitglieder des Rates für Geldpolitik der
Nationalbank Polens, die bei Sitzungen in 2002–2013 für eine
Änderung des Leitzinses stimmten. [MWKS17].

Zähldatenzeitreihen können sehr unterschiedliche Charakteristika
aufweisen. Manche von ihnen (z.B. jene aus Abb. 1) verfügen
über den unbegrenzten Wertebereich ℕ0, andere über einen
beschränkten Träger der Form {0, … ,𝑛𝑛} (mit 𝑛𝑛 = 10 in Abb. 2).
Manche verhalten sich stationär (vgl. Abb. 2), andere weisen
systematische Änderungen wie etwa Saisonalität auf (vgl. Abb. 1).
Die Randverteilung ist zudem oft durch Eigenschaften wie Über-
dispersion oder Nullinflation geprägt, Letzteres zeigt Abb. 2.

Aktuelle Forschungsbeiträge:

• Eine Reihe von Arbeiten befassen sich mit der Modellierung
und Analyse von Zähldatenzeitreihen mit beschränktem Wer-
tebereich. Beispielsweise werden in [MWKS17] vier verschie-
dene Modelle vorgeschlagen und analysiert, welche unter-
schiedliche Muster von Nullinflation erklären können. [WP14]
entwickeln zustandsabhängige Modelle, [SWSP14] Modelle für
bivariate Zähldatenzeitreihen, und [MSWSP16] Modelle mit
einem Schwellenwertmechanismus.

• Ein weiterer Schwerpunkt sind die Entwicklung diagnostischer
Testverfahren für Zähldatenzeitreihen. In [WHP16] werden z.B.
Tests zur Aufdeckung von Überdispersion oder Nullinflation in
INAR(1)-Prozessen entwickelt, in [WGM17] dagegen Tests zur
Erkennung einer Compound-Poisson-Struktur bei INGARCH-
Prozessen.

• In aktuell zur Begutachtung eingereichten Arbeiten geht es u.a.
um Bootstrap-Verfahren für INAR-Prozesse, um Goodness-of-
Fit-Tests bzgl. der Randverteilung von Zähldatenzeitreihen, um
die Performanz von Informationskriterien bei Zähldatenzeit-
reihen, oder um ein auf binomialer Variation beruhendes
ARMA-Modell für den Fall eines beschränkten Wertebereichs.

Aktuelle Forschungsprojekte:

• Dreijähriges Projekt „Kohärente Vorhersage und Risikoanalyse
für Zähldatenprozesse“, gefördert durch die Deutsche For-
schungsgemeinschaft (DFG) – Projektnummer 394832307, und
initiiert durch vorherige einjährige Förderung durch IFF2016.

• Einjähriges Projekt „Modelldiagnostik für Zähldatenzeitreihen“,
gefördert durch die IFF2018.

Kategoriale Zeitreihen

Während Zähldatenzeitreihen einen quantitativen Wertebereich
aufweisen und eine in vielerlei Hinsicht analoge Analyse und
Modellierung wie bei klassischen reellwertigen Zeitreihen er-
lauben, erfordern kategoriale Zeitreihen mit ihrem qualitativen
Wertebereich einen von Grund auf eigenständigen Zugang. Zu
unterscheiden ist hierbei noch, ob der Wertebereich zumindest
eine natürliche Anordnung aufweist (ordinale Zeitreihen) oder ob
selbst dies nicht möglich ist (nominale Zeitreihe). Bei ordinalen
Zeitreihen sind zumindest Quantile wohldefiniert, und eine
grafische Darstellung der Zeitreihe analog zu den Abb. 1 und 2 ist
möglich. Bei nominalen Zeitreihen dagegen müssen neue Konzep-
te zur statistischen und visuellen Analyse entwickelt werden,
siehe [W18]. Im Beispiel aus Abb. 3a etwa (der Gesang des
Singvogels „Waldtyrann“ ist eine Abfolge von drei möglichen
Phrasen, also nominal) ist ein gewöhnlicher Zeitreihenplot nicht
möglich, der Rate Evolution Graph erlaubt aber zumindest
Einsicht in die Randverteilung. In [W13] wird die asymptotische
Verteilung von speziellen Abhängigkeitsmaßen wie Cohen‘s �̂�𝜅(𝑘𝑘)
untersucht, u.a. mit dem Ziel, signifikante Abhängigkeiten auf-
decken zu können. Beim Gesang des Waldtyranns (vgl. Abb. 3b)
ergibt sich eine periodische Abfolge aus signifikant positiven und
negativen Abhängigkeitswerten.

(a) (b)

Abb. 3 Gesang des Waldtyranns, Wertebereich aus drei Phrasen:
(a) Rate Evolution Graph, (b) Cohen‘s �̂�𝜅(𝑘𝑘) [W18].

Für die Enzyklopädie Wiley StatsRef: Statistics Reference Online,
(Balakrishnan et al. (eds.), John Wiley & Sons Ltd) wurden 2017
fünf Beiträge über diskretwertige Zeitreihen verfasst:

• Categorical Time Series Analysis

• Count Time Series Analysis

• Integer-valued Autoregr. Moving-Average (INARMA) Models

• INGARCH and Regression Models for Count Time Series

• Hidden-Markov Models for Count Time Series

Statistische Prozesskontrolle

Ein weiteres Forschungsgebiet ist die Statistische Prozesskon-
trolle, bei der ein an sich stationärer Prozess (𝑋𝑋𝑡𝑡)ℕ überwacht
werden soll, um strukturelle Änderungen schnellstmöglich aufzu-
decken. Hierbei werden insbesondere sog. Kontrollkarten
eingesetzt, die für den jeweils vorliegenden Prozess
(„in-control-Modell“) maßgeschneidert
entworfen werden.

Solche Kontrollkarten gibt es vornehmlich für reellwertige Prozes-
se, seit jüngerer Zeit aber auch verstärkt für diskretwertige Pro-
zesse, siehe [W18].

Aktuelle Forschungsbeiträge:

• Ein wichtiger Aspekt ist die Berücksichtigung von Schätzun-
sicherheit (ausgehend von sog. Phase-I-Daten) beim Design
der Kontrollkarte, welches in [WT15,DWTK16] für den Fall
autokorrelierter Zeitreihendaten untersucht wird.

• In [W17] werden diverse Kontrollkarten für seriell abhängige
kategoriale Prozesse vorgeschlagen und verglichen.

• In aktuell zur Begutachtung eingereichten Arbeiten geht es u.a.
um den Einsatz von Risikomaßen zur Bewertung von Kontroll-
karten, um einen bootstrap-basierten Ansatz zum Design von
Kontrollkarten mit garantierter ARL-Performanz, oder um eine
neue kombinierte Shewhart-CUSUM-Karte mit einem Schwel-
lenwertmechanismus.
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